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Toen ik zoo gelukkig was wegens een ingezonden antwoord op de 
in het vorige jaar door de Leidsche Hoogeschool uitgeschreven wis- 
kundige prijsvraag *) de gouden medaille te behalen, besloot ik, daar 
bijzondere omstandigheden het wenschelijk maakten mijne promotie 
zooveel mogelijk te bespoedigen, om dat bekroonde antwoprd ook 
als academisch proefschrift te gebruiken. De groote omvang er van 
maakte echter eene inkrimping en gedeeltelijke omwerking wensche- 



*) De uitgeschreven prijsvraag luidde: 

„Men vi^aagt eene vergelijking der voornaamste methoden, in gebruik bij 
het integreeren van differentiaal-vergelijkingen met twee veranderlijken van 
hoogere orde; de gevolgtrekkingen moeten met voorbeelden worden gestaafd." 
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lijk. Die inkrimping betreft voornamelijk § 13 en § 143 — 147: de 
laatsten besloegen meer dan tachtig bladzijden, die eene uitsluitende 
vergelijking der hoofd-methoden bevatt'en; de uitkomsten dier ver- 
gelijking heb ik echter zooveel mogelijk in de afzonderlijke beschou- 
wingen dier methoden opgenomen. De behandeling der aanvullings- 
methoden heeft ook eene geheele wijziging ondergaan, doordat daarbij 
de afzonderlijke vergelijking met de behandeling der methoden is 
samengesmolten. Voorts heb ik de uitgewerkte voorbeelden, voor 
zoover de duidelijkheid dit toeliet, weggelaten. Ik hoop, dat door 
deze veranderingen de waarde van dit proefschrift niet is verminderd. 
Een enkel woord van dank^a nog mijn proefschrift vooraf. Eij de 
bewerking er van heb ik ondervonden, wat het wil zeggen op eigen 
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beenen te moeten staan, en daardoor is bij mij het besef van het- 
geen ik verschuldigd ben aan hen, die door hunne lessen en hun 
raad mijne studie geleid en ondersteund hebben, zoo levendig ge- 
worden, dat ik behoefte gevoel hun bij deze gelegenheid openlijk 
mijne dankbaarheid te betuigen. 

In de eerste plaats betuig ik ü, Hooggeleerde bierens de haan. 
Hooggeachte Promotor, mijnen innigen dank voor al het goede, dat 
Gij mij hebt bewezen. Met welgevallen denk ik terug aan den tijd, 
toen ik, nu dertien jaren geleden, onder Uwe leiding werd geplaatst; 
sedert hebt Gij mij steeds met raad en daad ondersteund; vele 
kostbare uren hebt Gij aan mijne belangen opgeofferd; Uw voortref- 
felijk en degelijk onderwijs heeft bij mij de liefde opgewekt voor de 
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wetenschap, waaraaa ik mij inzonderheid in den laatsten tijd heb 
toegewijd; U ben ik veel, onuitsprekelijk veel verplicht, meer dan 
ik hier in woorden kan uitdrukken. 

Ontvang ook Gij, Hooggeleerde van geer, de verzekering mijner 
oprechte dankbaarheid, niet alleen voor Uwe uitmuntende lessen, die 
zooveel tot mijne vorming en ontwikkeling hebben bijgedragen, maar 
ook voor de menigvuldige blijken van welwillendheid en belangstel- 
ling, welke ik van U mocht ondervinden. Steeds zal ik het als een 
groot voorrecht beschouwen, dat ik tot Uwe leerlingen heb behoord. 

Inzonderheid ook aan U, Hooggeleerde rijke, gevoel ik m^ ten 
sterkste verplicht, zoowel door het uitstekende onderwijs, dat ik van 
U heb genoten, als door de vele bewijzen van toegenegenheid, die 
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ik van U heb ondervonden. Had ik voor m^'ne studie of in mijne 
b^zondere omstandigbeden Uwen raad of Uwe hulp noodig, üc was 
zéker die te vinden — moge het blijken, dat G^' geen ondankbare 
aan U hebt verplicht! 

Het onderwijs, dat ik van U ontving, Hooggeleerde H.H. van 
DER BOON MESCH, SURINGAR en SELENKA en de bewijzen van wel* 
willendheid, die ik in en buiten mijne studie van U mocht ontvan- 
gen, zullen steeds bij mij in dankbare herinnering blyven. 

Hooggeleerde van bek sande bakhuizen, kon ik ook van Uw 
onderwijs geen gebruik maken, toch ben ik verzekerd in Uw' geest 
te spreken, wanneer ik hier een woord van hulde breng aan Uwen 
grooten voorganger, den Hooggeleerden Heer p. kaiser, en mij. 
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zoodoende, onder Zijne tallooze vrienden en bewonderaars schaar, nu 
Hij de betuiging mijner dankbaarheid, helaas, niet meer kan aanne- 
men. In hem verloren de- studenten der Leidsche Hoogeschool een 
onvermoeid en voortreffelijk leermeester, de wetenschap een groot ge- 
leerde, de staat een burger, op wien hij terecht trotsch was. 

Ten slotte nog een woord van dank aan U allen, die tot mijne 
vorming hebt bijgedragen en belangsteldet in mijn lot. Met beschei- 
den vrijmoedigheid blijf ik mij in Uwe vriendschap aanbevelen. 



Digiti 



zedby Google 



INHOUD. 



Bladz. 

Inleiding • 1 

I. De yolkomen differentiaal- vergelijkingen en hare integratie 6 

II. De onvolkomen differentiaal-vergelijkingen 16 

III. De integratie der onvolkomen differentiaal-vergelijkingen 32 

A. De hoofdmethoden : 35 

a. De scheiding der veranderlijken 37 

b. De integreerende factoren 49 

c. Het vaststellen van den vorm der bijzondere integraal: 

a. De reeksen- vorm 68 

K De gesloten vorm: 

a. De Eulersche vormen 87 

p. De bepaalde integralen 95 

d. De methoden der symbolen 117 

e. De differentiatie der differentiaal-vergelijking: 

a. Het verhoogen van de orde der vergelijking 134 

ö. De methode van Liouville 149 



Digiti 



zedby Google 



INHOUD. 

Bladz. 

B. De aanvullings-methoden : 166 

f. De variatie der standvastiger! 167 

g. De methode van d'Alembert 189 

h. De tweede methode van Lagrange 207 

i. De methoden van Cauchy 209 

C. Slotbeschouwing 240 



Digitized by 



Google 



INLEIDING. 



Het moge geheel overbodig zijn hier uit een te zetten, 
wat in het volgende geschrift door woorden als eerste, 
tweede, n^ of algemeene (volledige) integraal, lineaire en 
niet-lineaire differentiaal- vergelijkingen, enz. bedoeld wordt, 
wijl hiera^tn de beteekenis is toegekend, waarin zij steeds 
worden gebruikt, — niet geheel onnoodig zal het zijn hier 
met een enkel woord te spreken over de wijze, waarop 
ik de woorden //integratie van differentiaal- vergelijkingen*' 
heb opgevat, de indeeling, die ik aan deze verhandeling 
heb gegeven, en de notaties, die ik daarbij heb gebruikt. 

Het problema van de integratie van differentiaal-verge- 
lijkingen met twee veranderlijken kan op zeer verschillende 
wijzen worden opgevat, en naar gelang dier verschillende 
opvattingen wordt ook dat probleina zelf verschillend op- 
gelost. De meest algemeene en meest eenvoudige opvatting 
is voorzeker die, waarbij men beoogt eene vergelijking te 
bepalen tusschen de beide veranderlijken, die op de meest 
algemeene wijze aan de gegeven differentiaal-vergelijking 
voldoet; of m. a. w. de meest algemeene vergelijking te 
vind*ïn van de kromme lijnen, die in al hare punten de 
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eigenschappen bezitten, welke door de differentiaal-verge- 
lijking zijn aangegeven. In dezen zin zijn dan ook de 
woorden //integreeren van differentiaal- vergelijkingen met 
twee veranderlijken" hier genomen, zoodat in het volgende 
alleen de voornaamste dier methoden worden beschouwd, 
welke tot de bereiking van dat doel kunnen bijdragen. 

Wat de wijze van indeeling betreft: van het begin 

af stond het bij mij vast, dat aan de integratie der vol- 
komen differentiaal-vergelijkingen de eerste plaats moest 
worden ingeruimd; dat hierna van de integratie-metho- 
den der onvolkomen differentiaal-vergelijkingen diegenen 
moesten worden beschouwd, waardoor werkelijk eene dif- 
ferentiaal-vergelijking kan worden geïntegreerd en die ik 
den naam van hoofd-methoden heb gegeven; en dat 
eindelijk de aan vu 11 in gs -methoden moesten volgen, 
die slechts dienen om eene verkregen onvolledige inte- 
gi*aal te completeeren, of de integraal eener differentiaal- 
vergelijking uit die eener analoge af te leiden. Over de 
behandeling en rangschikking der hoofd-methoden kon ik 
het echter langen tijd met mij zei ven niet eens worden: 
ik had te kiezen tusschen drie verschillende wijzen van 
behandeling: 1^. óf de tot hiertoe geïntegreerde meer of 
min algemeene vergelijkingen achtereenvolgens na te gaan 
en uit die beschouwingen de punten van vergelijking op 
te maken, — óf de methoden elk afzonderlijk te beschou- 
wen en ze daarbij te rangschikken, 2®. óf naar den vorm 
der integraal, 3®. óf naar het doel, dat men bij hare toe- 
passing beoogt. Bij de eerste wijze van behandeling zou- 
den methoden op den voorgrond gekomen zijn, waaraan 
m. i. slechts een verscholen hoekje toekwam, en traden 
andere, die ik om hare theoretische waarde liever voorop 
geplaatst zag, geheel op den achtergrond; — ik meende 
daarom deze wijze te moeten verwerpen. Den vorm der 
integraal als maatstaf van verdeeling aan te nemen bleek 
mij onlogisch en zou bovendien niet streng zijn vol te 
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houden. Mij bleef dus niets over dan de methoden elk af- 
zonderlijk te beschouwen, en ze daarbij in te deelen naar 
het doel, dat men bij hare toepassing voor oogen heeft. 

Bij het kiezen der notaties heb ik getracht aan [den 
daarvoor gestelden viervoudigen eisch te voldoen, namelijk : 
dat zij eenvoudig zijn, het oog niet vermoeien, beteekenis 
hebben uit zich zelve en goed worden volgehouden. A* 
stelt steeds een bepaald standvastig getal voor; X* eene 
functie- van x alleen; Yk eene functie alleen van y, en 
evenzoo Zk en U* alleen van z of «; accenten of tusschen 
haakjes geplaatste cijfers of letters aan het hoofd eener letter, 
zien steeds op eene enkele of meermalige differentiatie met 

betrekking tot x, zoo is bijv. ^ = ~, ƒ*) = d/i^ = -~ , 

ux dx 

""=% »"=*'° = ^- "'=£■ Q'w=*ww]. 

/(*) [x) = -jYfi^) l C* stelt steeds eene willekeurige stand- 
vastige voor, enz. Voorts heb ik aan dezelfde letter door 
het geheele geschrift zooveel mogelijk dezelfde algemeene 
beteekenis gehecht; waardoor het echter dikwijls noodza- 
kelijk werd, bij het aanhalen van vei^elijkingen uit de 
werken van meer of min beroemde wiskundigen^ andere 
letters te kiezen dan in de oorspronkelijke verhandelingen 
voorkomen. Waar ik het noodig of wenschelijk vond, heb 
ik vermeld, waar de zaak in questie meer- uitvoerig be- 
handeld wordt; die vermelding sluit echter geenszins in 
zich, dat deze behandeling met de gegevene overeenkomt; 
dikwijls is zulks niet het geval. Daarbij heb ik gebruik 
gemaakt van de volgende verkortingen: 

N. Verh. Kon. Ned. Inst. Nieuwe Verhandelingen 
van het Koninklijk Nederlandsch Instituut. Eerste Klasse. 
Deel VI. 1887. 

Mém. Acad. Paris. Mémoires de 1^ Académie des Scien- 
ces. Paris. 
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démie de Berlin. ' • 
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Ec. Polyt. Journal de TEcole Polytechnique. 

Liouv. Liouville, Journal de Mathématiques pures et 
appliquées. 
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I. 



DE VOLKOMEN DIFFERENTIAAL-VERGELIJKINGEN EN HARE 
INTEGRATIE. 



1. Integreerbaarheid.. Wanneer de differentiaal-verge- 
lijking 

J»F=/(^yy/..._.y-)) = (I) 

ontstaan is uit de differentiatie van de vei^elijking 

^-1 F =/, {xyiff .... ƒ«-!) C,) = O 

ten opzichte van x, dan zal wel altijd 

zijn, maar niet altijd zal men deze integratie kunnen 
uitvoeren en op deze wijze /^ uit ƒ kunnen afleiden. 

Die onmiddellijke integratie is slechts in één enkel ge- 
val mogelijk, namelijk dè.n, wanneer fda^ de niet-herleide 
(rechtstreeksche) uitkomst is van de differentiatie van/^, dat 
is: wanneer ƒ ö^^ niet slechts de volkomen differentiaal is 
van ƒ1 — en er dus geen factor is uitgeworpen — maar 
zij bovendien den vorm dier volkomen differentiaal heeft 
behouden — en alzoo niet door transformatie of elimina- 
tie (bijv. van Cj) verandering heeft ondergaan. — Elke 
differentiaal-vergelijking, die aan deze dubbele voorwaarde 
voldoet en derhalve onmiddellijk geïntegreerd kan worden, 
wordt eene volkomen differentiaal-vergelijking genoemd. 
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7 § 2. 

2. Hoewel men in ontelbaar vele gevallen onmiddellijk 
aan de differentiaal-vergelijking kan zien, dat zij geene 
volkomen differentiaal-vergelijking is, is het niettemin 
natuurlijk, dat, toen de theorie dier vergelijkingen zich 
eenigszins begon te ontwikkelen, de wiskundigen een al- 
gemeen en afdoend kenmerk trachtten te vinden, 
waardoor op eene eenvoudige wijze kan worden uitgemaakt 
of eene differentiaal-vergelijking al of niet tot de volko- 
mene behoort en dus al of niet rechtstreeks integreerbaar is. 

Kenmerk van Euler. Euler was de eerste, die in het 
zoeken naar zulk. een kenmerk slaagde en aantoonde, dat 
de vergelijking 

/(^y//. ^»>) = (I) 

rechtstreeks geïntegreerd kan worden, wanneer zij voldoet 
aan de voorwaarde: 

N — rf,P + ^^Q — ^?«,R + + (_l)«^»,M = 0,..(n) 

waarin N, P, Q, R, M achtereenvolgens de gedeel- 

V V ^f V ^f 

telijke differentiaal-quotiënten ---, -z^,, —y, , ~r«> Vr-^ 

voorstellen ^). 

De wijze, waarop Euler dit algemeene kenmerk van 
integreerbaarheid afleidde, was alles behalve eenvoudig en 
natuurlijk; die afleiding onderstelde bovendien de kennis 
van de gronden der variatie-rekening; het kan ons daarom 
niet verwonderen, dat ditzelfde kenmerk tot op den laat- 
sten tijd een voorwerp bleef van nauwlettend onderzoek 
voor vele beroemde w;iskundigen ^). Door al deze onder- 
zoekingen zijn op verschillende, meer of min eenvoudige. 



*) Voor nnzl gaat de vergelijking (II) over in N — rf Pz=0 of-r— *=: 

OW 

= -;— zijnde het gewone kenmerk van N. BemoulU. 
óx 

2) Onder deze noemen wij: Condorcet, Lexell, Lagrange, Poisson, Cauchy, 

Joachimsthal, Satrus, Berti-and, Binet, de Morgan, Mayr 
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§ 2. 8 • ^ 

natuurlijke en voldoende wijzen *) de beide volgende, 
reeds door Euler aangetoonde, eigenschappen bewezen: 

1^. dat eene differentiaal-vergelijking om rechtstreeks in- 
tegreerbaar te zijn niet alleen noodzakelijk aan het boven- 
genoemde kenmerk moet voldoen, maar dat het voldoen 
aan dit kenmerk daartoe ook genoegzaam is, en 

2^. djat, ingeval eene differentiaal-vergelijking aan dat 
kenmerk voldoet, haar eerste integraal gegeven wordt door 
de vergelijking 

+ ^^r^ S— . . . .) idy + J{R — d, S + d,^T—....) U^y + 
+ .... = 0, (in) 

waarin P, Q, R, . . . . dezelfde waarde hebben als boven, 
en de integratie gedeeltelijk ten opzichte van y moet 
plaats hebben. 

Bevatten iju P, Q, R, . . . , geen y, dat is : heeft men 
met lineaire diflfereutiaal-vergelijkingen te doen, dan geeft, 
volgens eene opmerking van Lexell, de gedeeltelijke inte- 
gratie naar y onmiddellijk 

ö?/-iF = (P — ^,Q + ^2^R— .....)y + (Q — 4R + 

+ d,'S— )4+(R_rf,S + rf/T- )d^y + 

+ = (IV) 

waarop nu weder het kenmerk (II) kan * worden toege- 
past. In dit geval kan men dus de 2% 3©, enz. voorwaar- 
dens-vergelijking opmaken en het voldoen aan de eerste i 
dezer voorwaardens-vergelijkingen stelt ons alsdan in staat 
om de gegeven lineaire differentiaal-vergelijking ife-maal 
te integreerén of m. a. w. de i^ integraal dier vei^elijking 
te bepalen ^). 



') Over het meer of min voldoende dier bewijzen zie men Bertrand, Éc. 
Polyt. T. XVII. Cah. XXVIII. 4844. p. 249; Moigno, p. 550 en vv. ; Mayr, § 10. 

*) Over het volledige theorema van Lexell, dat alleen theoretische waarde 
heeft, zie men Mayr, § 42. 
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9 § 2. 

Zondert men dit laatste zeer bijzondere geval uit, dan 
kan men niet ontkennen, dat het Eulersche kenmerk om- 
slachtig is in de toepassing: eerst heeft men tal van dif- 
ferentiaties te verrichten om de integreerbaarheid der 
vergelijking te onderzoeken en leidt dat onderzoek tot 
eene bevredigende uitkomst, dan worden weder geheel an- 
dere bewerkingen vereischt om de integraal te doen ken- 
nen, welks bestaan men heeft aangetoond. 

3. Kenmerk van Bertrand. De ingenieur J. Bertmnd is er 
in geslaagd om deze omslachtigheid geheel te vermijden 
door het onderzoek naar de integreerbaarheid der gegeven 
differentiaal-vergelijking te doen samenvallen met de inte- 
gratie dier vergelijking zelve. Zijne methode (die door 
Sarrus eenigszins werd gewijzigd en uitgebreid, zie Liouv. 
T. XIV. 1849. p. 131) komt hierop neer: Is 

rfU=/(^yy /....ƒ»)) = O (I) 

eene volkomen differentiaal-vergelijking en dus fdx de to- 
tale, niet-herleide differentiaal van f^ dan is ook 

waaruit blijkt, dat in eene volkomen differen- 
tiaal-vergelijking het hoogste differentiaal- 
quotiënt slechts in de eerste macht kan voor- 

du-t 
komen. Stelt men nu ^"-^>r=Wj dan is y^'*5= — ^, zoo- 

dx 

dat men voor de. gegeven vergelijking kan schrijven: 

waarin P^ en Q^ functiën zijn, die alleen ir, y, ƒ, ify 

y(»-2) en «1 kunnen bevatten. 

Integreert men nu Q^^w^ alsof u^ de eenige verander- 
lijke is, dan verkrijgt men een zekeren vorm Uj en xlan 
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§ 3. 10 

zal, wanneer dVi de totale differentiaal van U^ voorstelt 
(met terzijdestelling van elke beperking), 

dü — d\J,=: (p, {xyiff y«~^)), 

als het verschil van twee totale differentialen, op nieuw 
eene volkomen differentiaal moeten zijn, welke j/"^ niet 
meer bevat en waarin y«— ^^ slechts in de eerste macht 
kan voorkomen. 

Met dit verschil gaat men nu evenzoo te werk: door 
weder het op. één na hoogste differentiaal-quotiënt gelijk 
«2 te stellen, kan men er namelijk voor schrijven 

waarin Pg en Qg alleen a*, ^, y\ ƒ', ƒ '*~^^ «3 bevat- 
ten. Zij voorts Ug de integraal van Qg^Wg in de onderstel- 
ling dat «2 de eenige veranderlijke is, en zij ^Ug de totale 
differentiaal van Ug (zonder eenige beperking), dan is 

d\} — rfUi — ^Uo = 02 {xyy'f .... y»-2)) 
weder eene volkomen differentiaal, die geen ^f"-^) meer 
bevat en waarin y^*— 3) slechts in de eerste macht voor- 
komt; enz. 

Zoo voortgaande en dus telkens het op één na hoogste 
differentiaal-quotiënt als eenige veranderlijke beschouwende, 
komt men voortdurend tot differentiaal-uitdrukkingen van 
al lager en lager orde, die integreerbaar zullen zijn als de 
oorspronkelijke d\i = O zulks is. Eindelijk zal men komen 
tot de uitdrukking 

rfU — ^Ui — ^Ug — ^/U3 — — t^U« ■= O, 

welke na integratie geeft' 

U = üi + U2 + U3 + + U.=Ci, . . . (V) 

zoodat het voor de integratie van de beschouwde volko- 
men differentiaal-vergelijking voldoende is om de som der 

achtereenvolgens bepaalde integralen Ui, Ug, Ug, 

U» gelijk aan eene willekeurige standvastige te stellen. 
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11 § 4. 

4. Vergelijking der lieide Icenmerlcefli. Vergelijkt men de 
beide beschouwde kenmerken van integreerbaarheid met 
elkaar^ dan valt dadelijk in 't oog, dat het eerste veel een- 
voudiger is in uitdrukking dan het laatste, daar het in 
eene enkele, fraaie, van den vorm der differentiaal-verge- 
lijking onafhankelijke, formule het geheele stelsel vooi'waar- 
den bevat, welke in het kenmerk van Bertrand liggen op- 
gesloten, zoodat het geheele onderzoek naar de integreer- 
baarheid eener vei^elijking niets anders vereischt dan een- 
voudig de toepassing dier formule. 

Die toepassing is echter, zoo als wij reeds opmerkten, 
veelal zeer omslachtig: want heeft men door tal van diffe- 
rentiaties de integreerbaarheid der vergelijking opgemaakt, 
dan zijn er nog n integraties noodig om hare eerste inte- 
graal te bepalen. Het onderzoek naar de mogelijkheid der 
integratie en die integratie zelve zijn dus hierbij geheel 
van elkander gescheiden. 

Het kenmerk van Bertrand daarentegen biedt het groote 
voordeel aan, dat daarbij dat onderzoek met de integratie 
der vergelijking zelve samenvalt — al integreerende over- 
tuigt men zich van de integreerbaarheid der vergelij- 
king; — en dit voordeel wordt nog verhoogd, doordat elke 
bewerking een 'toets aanbiedt, die, wanneer er niet aan 
wordt voldaan, de niet-integreerbaarheid der vergelijking 
onmiddellijk verklapt en daardoor de verdere toepassing 
van het kenmerk overbodig maakt. Men heeft dus hierbij 
eene reeks van bewerkingen te verrichten, die de inte- 
greerbaarheid der vei^elijking kunnen doen uitkomen en 
alsdan terzelfder tijd haar eerste integraal aangeven, doch 
waarvan dikwijls eene enkele voldoende is om het niet- 
integreerbaar zijn der vergelijking aan te duiden. Heeft 
men bijv. de vergelijking 

• ^U=:ry + 3V^ + 2y/3 + (^2 + 2//)/ = . . (1) 
dan komt hierin ^" slech.ts in de eerste macht voor, zoo- 
dat aan deze voorwaarde voldaan wordt; door nu y = «^ 
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te stellen en de vei^elijking te schrijyen in den vorm 

wordt Qirfïwi = (:r^ + 2j^2wi)^«i en dus 

ƒ Qi du\ = x^ ui + y^ ^1^ 

of 

Ui = 0.2 y ^^2^2. 

bijgevolg is nu de totale differentiaal 

d\J, = 2w?/ + 2yy« + {x^ + 2fy)/ 
en 

rfU — ^Ui — x^— 2xy + 3^'2 

wat weder een volkomen differentiaal zou moeten zijn. 
Dit is echter niet mogelijk, daar hierin het hoogste diffe- 
rentiaal-quotiënt in de tweede macht voorkomt; men kan 
dus de verdere toepassing van het kenmerk nalaten en 
nu reeds tot de niet-integreerbaarheid der vergelijking (1) 
besluiten. 

Past men op zulk eene onvolkomen differentiaal-vei^e- 
lijking het kenmerk van Euler toe, dan verraadt zich 
het niet-integreerbaar zijn dier vergelijking niet anders 
dan doordat de formule (II) niet identiek nul wordt; 
men heeft dus daarbij steeds hetzelfde werk te verrichten 
alsof men met eene volkomen differentiaal-vei*gelijking te 
doen heeft. Nu gebeurt het echter zelden dat de differen- 
tiaal-vergelijkingen, wier integreerbaarheid men onder- 
zoekt, rechtstreeks integreerbaar zijn, waaruit volgt, dat 
de verkortingen van den arbeid, die het kenmerk van 
Bertrand medebrengt en die een gevolg zijn van de reeks 
van verificaties, die op elke integratie volgen, als een 
hoofd voordeel van dit kenmerk moeten worden in reke- 
ning gebracht ^). 



*) Met het oog hierop zegt Bertrand:. „On a ainsi un avantage tout k 
fait analogue a celui que présente, en algèbi-e, la methode des racines com- 
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5. Men mag echter niet uit het oog verliezen, dat ter- 
wijl het Eulersche kenmerk slechts differentiaties 
vereischt om het al of niet integreerbaar zijn der. verge- 
lijking uit te maken, men bij de toepassing van dat van 
Bertrand voortdurend moet integreeren: en in dit 
opzicht heeft het eerste voor boven het laatste. Wel is 
waar zijn in de toepassing die integraties bijna altijd uit- 
voerbaar en heeft Bertrand aangewezen (Liouv. 1. c. p. 
126) hoe men ook in het geval, dat zij niet uitvoerbaar 
zijn, toch . tot het al of niet integreerbaar zijn der verge- 
lijking kan besluiten, maar in dit laatste geval wordt de 
toepassing van het kenmerk veel omslachtiger 'en zal het 
Eulersche kenmerk in den regel spoediger tot het doel 
voeren. 

6. Uit het voorgaande blijkt derhalve, dat men in de 
meeste gevallen aan het kenmerk van Bertrand de voor- 
keur behoort te geven boven dat van Euler, al is het ook 
niet in zulk eene fraaie formule vervat, en wel om de 
volgende redenen: 

1^. wijl in het verreweg meest voorkomende geval van 
niet-integreerbaarlieid der vergelijking, de vele verificaties, 
die het eerstgenoemde kenmerk medebrengt, die niet-in- 
^egreerbaarheid meestal zeer spoedig doen kennen en als- 
dan de verdere toepassing er van overbodig maken; 

2®. doordat het, indien de vei^elijking integreerbaar is, 
terstond de eei*ste integraal derzelve oplevert; en 

3**. doordien het zich ook in dit geval kenmerkt door 
eene groote mate van eenvoudigheid, welke des te meer 
uitkomt, naarmate de beschouwde diflferentiaal-vergelijking 
meer samengesteld is en opklimt tot eene hoogere orde. 



mensurables qui, sans donner une formule pour déterminer ces racines, fkit 
connaitre une série d'opératioiis a Taide desquelles on peut constater leur 
existence, et dont une seule suffit souvent pour apprendre qu'il n^en existe 
pas." (Liouv. 1. c. p. 124). 
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Om van dit laatste een voorbeeld te geven nemen wij 
de vergelijking 



1/(1 +y2) .^ V ..='^ 1-^(1 +y')» ^ 
+ C7f?p7)-2-^— V = 0; (2) 

volgens het kenmerk van Bertrand heeft men nu achter- 
eenvolgens : 



/ * du-i 



rfUi = 



1/(1 +y*) 
//2 



1/(1+/^) 1/(1+/^)'' 

1/(1+/) 

y = «,, Uj = /<?«2V"(i+/)=yv/(i+/), 



rfü-rfü,=/l/j:i+y^) + ,^^^^, -2;»y-^/, 



ötU — rfUi — «fUj = — 2ay — «y , 

rfU, = — 2«y — «y, 

en dus 

rfU — rfUi — rfUj — <?Uj = O ; 

zoodat de vergelijking (2) eene totale differentiaal-vergelij- 
king is. Haar eerste int^raal is nu 

U = Uj + Uj + U, = C, 
derhalve 

^= t^(l+y=») +y'>^(l+/)-^y = C,. 

Dat deze -integraal- vergelijking niet op nieuw eene volko- 
men differentiaal-vergelijking is, blijkt onmiddellijk, wan- 
neer men haar schrijft in den vorm 
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15 § 6. 



■\- dy\^ i;X -\r y~) — «^^-yd»- — ^xdit. 



1/(1+ ƒ 2) 

Door op te merken welke samengestelde uitdrukkingen 
men voor N, P, Q en R zoude verkrijgen, indien men op 
de vergelijking (2) het kenmerk van Euler wilde toepas- 
sen, zal men lichtelijk inzien, dat men daarbij, om enkel 
de' integreerbaarheid der vergelijking op te maken, meer 
dan het driedubbele werk zou moeten verrichten van het- 
geen men boven voor de integratie zelve behoefde ^). 

7. Euler stelde ook nog eene wijziging zijner formule 
voor ^), die hierop neerkomt: stelt men P — J'^dx:=p, 

Q — Jpdw := j', R — Jqdx := r, dan zal ƒ {xyi/' j^^")) :^ 

=rr o onmiddellijk integreerbaar zijn, indien de uitdruk- 
kingen l^doTy pd^, qdxy rdx, volkomen differentialen 

zijn, en daar het aantal functiën P, Q, R, gelijk is 

aan de orde der vergelijking, zoo zal alsdan de laatste 
der daaruit afgeleide functiën ;?, j', r, moeten ver- 
dwijnen of eene functie zijn van x alleen. 

Deze wijziging heeft echter al de gebreken met de beide 
beschouwde kenmerken van Bertrand (voortdurende inte- 
graties) en Euler (wijdloopigheid) gemeen en wordt om 
die reden uiterst zelden toegepast; wij hebben er dan 
ook alleen om der volledigheid wille melding van ge- 
maakt \ 



*) Ook hij meerdere veranderlijken is het kenmerk van Bertrand te ver- 
kiezen boven dat van Euler; zie hierover: Liouv. 1. c. p. 129 en vv. 

7) Enler, Vol. III. App. ^e calc. var., Caput UI. etc. 

8) Zie voorts § 45 Noot ^O- 
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§ 8. 16 

II. 

DE ONVOLKOMEN DIFFERENTIAAL-VERGELIJKINGEN, 



8. Niet-integreerbaarheid. Wij hebben boven reeds op- 
gemerkt, dat de differentiaal-vergelijkingen slechts zelden 
aan de kenmerken van Euler en Bertrand voldoen, zoodat 
men meestal te doen heeft met vergelijkingen, waarvan 
het eerste lid geen volkomen differentiaal is en die dus 
niet rechtstreeks integreerbaar zijn. De integratie van zulke 
onvolkomen differentiaal-vergelijkingen is tot hiertoe 
in de meeste gevallen met onoverkomelijke bezwaren 
verbonden, en die bezwaren vermeerderen naarmate de 
orde der vergelijking stijgt. Zondert men de homogene en 
de lineaire vergelijkingen uit, dan bezit de theorie dier 
onvolkomen differentiaal-vei^elijkingen geen enkel alge- 
meen practisch door te voeren beginsel, geene enkele al- 
gemeene integratie-methode, zoodat men bij de oplossing 
derzelve steeds zijne toevlucht moet nemen tot bijzondere 
methoden, die uit den aard der zaak slechts in een betrek- 
kelijk klein aantal bijzondere gevallen van toepassing zijn. 
Met de beschouwing van deze bijzondere methoden zullen 
wij ons in het vervolg bezig houden; vooraf moeten wij 
echter eenige opmerkingen in het midden brengen aan- 
gaande den vorm, dien de integraal der beschouwde dif- 
ferentiaalvergelijking kan aannemen, en aangaande de 
middelen, die ons ten dienste staan om de integratie eener 
differentiaal-vergelijking onder gunstige omstandigheden te- 
rug te brengen tot die van één öf meer vergelijkingen 
van lagere orde. 

9. Vorm der integraal: gesloten. De integraal der line- 
aire differentiaal-vergelijking der eerste orde 
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y + Xoy + X = (3) 

is^ zooals bekend is: 

of ook 









Beide vormen leeren ons welke bewerkingen men met de 
coëfficiënten Xq en X moet verrichten om de gezochte in- 
tegraal te verkrijgen, zonder dat men daarbij te letten 
heeft op den bijzonderen bouw dier coëfficiënten. Zulk 
een algemeene vorm wordt een gesloten integraal ge- 
noemd. In verreweg de meeste gevallen zijn de zoo even 
genoemde bewerkingen slechts uitvoerbaar door middel 
van oneindige reeksen, maar daar men de oplossing van 
differentiaal-vergelijkingen als geëindigd beschouwt, wan- 
neer zij tot lagere bewerkingen, bijv. de oplossing van 
quadraturen, is teruggebracht, verhindert ons dit geenszins 
de g^even uitdrukkingen als // geslotene^^ te beschouwen, 
die algemeen aangeven aan welke bewerkingen men de 
coëfficiënten Xq en X moet onderwerpen, wat ook hun 
vorm moge zijn. * 

Niet altijd zijn echter de gefloten integralen zoo. alge- 
meen als de bovengenoemde; zeer dikwijls ontmoet men 
gesloten vormen, die een bepaalden vorm van de coëffi- 
ciënten der differentiaal-vei^elijking veronderstellen, zoo- 
dat zij bij eene wijziging van deze eene geheele vervor- 
ming ondergaan. Zoo is bijv. 

de algemeene integraal van de vergelijking 

/ + Xij.' + Xo5^ = (4) 

maar alleen in de onderstelling dat 
Xi=: /Xo<fo 



Digiti 



zedby Google 



§ 9. 18 

is. Bestaat dit verband tusschen Xq en X^ niet, dan zal 
ook de genoemde waarde van y niet meer eene int^raal 
zijn der gegeven vergelijking. 

Deze tweede soort van igesloten integralen komen veel 
meer voor dan de eerste, die uit den aard der zaak zeer 
zeldzaam zijn. Zoo is zulk een gesloten integraal der eerste 
soort zelfs niet bekend voor de algemeene herleide lineaire 
differentiaal- vergelijking der tweede orde 

/ + Xi/ + X„y^O (4) 

en niet ten onrechte (Mayr, Cap. V) vermoedde men reeds 
sedert lang (Petzval, Bd. I. s. 4), dat een zoodanige geslo- 
ten vorm, welke aangeeft, hoe zich in alle mogelijke ge- 
vallen de integraal-vergelijking uit de coëfficiënten Xq en 
Xi laat samenstellen, volstrekt niet bestaat, omdat deze 
al de' menigvuldige voi^men van gesloten integralen van 
de tweede soort als bijzondere gevallen zou moeten be- 
vatten. 

Voor de differentiaal-vergelijkingen van hoogere orde 
kent men dan ook slechts gesloten integralen van de 
tweede soort, die dus alleen voor eene bijzondere klasse 
dier vergelijkingen gelden. Onder deze laatste hebben ech- 
ter eenige klassen van lineaire vergelijkingen de eigen- 
schap van, in 't algemeen althans, slechts bijzondere inte- 
gralen toe te laten van' denzelfden vorm; en juist die 
gelijkheid in vorm maakt de opsporing van deze bijzondere 
integralen gemakkelijk. 

10. De eenvoudigste gesloten integralen zijn die, welke 
slechts geheele stelkundige functiën en rationeele breuken 
bevatten en deze zijn ook de eenige wier getallen-waarde 
steeds zonder de hulp van (oneindige) reeksen kan worden 
bepaald. Daarop volgen (klaarblijkelijk in de onderstelling 
dat in de vormen slechts eindige functiën voorkomen) de 
logarithmische, exponéntieele, goniometrische en cyclome- 
trische functiën, wier berekening door middel van tafels 
kan geschieden. Vervolgens de bepaalde integralen, wier 
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berekening thans ook door tafels wordt ondersteund, en 
uitdrukkingen als (f (<9"*U)]"' , waarin p een geheel getal 
voorstelt en die tot de voorgaande kunnen worden terug- 
gebracht. Voorts onbepaalde integraal-vormen als J^Xdx en 
^^'^^ en zelfs J^^'S.dofP, waarin X eene geheele rationeele 
functie van x aangeeft, en waarbij de integraal niet zon- 
der de hulp van oneindige reeksen kan worden voorge- 
steld, en eindelijk de vormen ds^'K. voor eene rationeele, 
irrationeele en complexe waarde van p. 

Tot welken dezer vormen de integratie eener differen- 
tiaal-vergelijking zal voeren is zelden door algemeen gel- 
dige regels aan te geven; zulks hangt niet alleen af van 
de methode, die men toepast, maar minstens even zooveel 
van den aard der vergelijking zelve. De lineaire vergelij- 
kingen met standvastige coëfficiënten voeren (wanneer y 
met of zonder de eerste differentiaal-quotiënten niet ont- 
breken) tot zuivere of gemengde exponentieele en gonio- 
metrische functiën; de vergelijkingen met coëfficiënten van 
den vorm A* [a + hx)^ tot algebraïsche, logarithmische en 
goniometrische; dié met coëfficiënten van den vorm 0* + 
-|- ik^ meestal tot exponentieele functiën of tot bepaalde 
integralen; de overige lineaire vergelijkingen voeren tot 
allerlei vormen^ naar gelang van den bijzonderen vorm 
der coëfficiënten en de methode, die men kan aanwenden. 

11. Vorm: convergente reeks. De tweede hoofdvorm, 
waarin de integraal eener differentiaal-vergelijking voor- 
komt, is die van eene convergeerende reeks, gerang- 
schikt naar de opklimmende machten (of afdalende, zie bijv. 
§ 73 en Spitzer, Ie Forts. § 37) der onafhankelijk veran- 
derlijke. Van dezen vorm wordt echter zoo min mogelijk 
en wel alleen dè.n gebruik gemaakt, wanneer het niet 
gelukt de integraal der vei^elijking in een bruikbaren ge- 
sloten vorm te bepalen. Wel is waar kan men uit zulk 
eene reeks de getalwaarde der functie voor eenige bepaalde 
waarde der onafhankelijk veranderlijke zoo nauwkeurig 
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berekenen als men verkie^t^ maar juist aan die getalwaarde 
is ons gewoonlijk weinig gelegen, vooral ook wijl hierop 
de standvastige der integratie veel invloed heeft. De op- 
lossing der vergelijking beoogt meer de afleiding van de 
eigenschappen der functie uit den analytischen bouw der 
bijzondere integralen: nu is echter de bovengenoemde vorm. 
van de integraal de algemeene vorm, waarin in den regel 
elke functie kan gebracht worden; en daardoor is zij te- 
vens de ondoorzichtigste, en dus voor de bepaling van de 
bijzondere eigenschappen der functie minst geschikte vorm. 
Dit valt onmiddellijk in het oog, wanneer men bijv. voor 
Sin X in de plaats stelt de reeks 

want periodiciteit, maximum- en minimum-waarden, aan- 
groeien en afnemen, enz. enz., in het algemeen alle ana- 
lytische eigenschappen, die ons bij het zien van de een- 
voudige uitdrukking Sin x levendig voor den geest komen, 
zijn hierbij nu uit het oog verdwenen. Hieruit blijkt dui- 
delijk waarom men aan de integralen in dezen tweeden 
vorm niet die hooge waarde kan hechten, die men aan de 
gesloten integralen toekent (Petzval, Bd. I. Vorrede. s. XI). 
12. Hoewel de vorm der integraal een grooten invloed 
uitoefent op de waarde der methode, door welke zij werd 
verkregen, en de bijzondere integratie-methoden, waarvan 
wij boven spraken, in het algemeen integralen van den 
eenen of van den anderen vorm opleveren, — kan toch 
die vorm niet als grondslag voor de verdeeling dier me- 
thoden worden aangenomen, daar eene verdeeling hierop 
gegrond, niet alleen, zooals uit het bovenstaande reeds 
blijkt, niet volkomen streng kan worden volgehouden, 
maar bovendien in alle opzichten onlogisch zou zijn. Wij 
zullen dan ook later bij de beschouwing dier methoden 
den vorm der daardoor verkregen integraal in aanmerking 
nemen, maar bij de verdeeling derzelve uitsluitend het oog 
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vestigen op het doel, dat men door de toepassing er van 
tracht te bereiken. 



13. Hulp-methoden. De moeilijkheden, die aan de inte- 
gratie eener differentiaal-vei^elijking zijn verbonden, stij- 
gen in den regel, naarmate de orde dier vergelijking 
hooger is; en daarom is het van zeer veel belang om bij 
eene beschouwing van de oplossings-methoden ook die 
hu lp -methoden te vermelden, welke ten deele die bezwa- 
ren helpen overwinnen, door de integratie eener differen- 
tiaal-vergelijking terug te brengen tot die van één of meer 
zoodanige vei^elijkingen van lagere orde. Daartoe behooren 
. 1®. het aannemen van een differentiaal-quo- 
tiënt als nieuwe afhankelijk veranderlijke, 2^ 
het verwisselen van rol van de onafhankelijk 
en de afhankelijk veranderlijke, en 3®. de sub- 
stitutie eener nieuwe veranderlijke. Ten opzichte 
van de beide eerste methoden, die alleen dan kunnen 
worden toegepast, wanneer de differentiaal- vergelijking zich 
kenmerkt door de afwezigheid van de afhankelijk veran- 
derlijke y, of van de onafhankelijk veranderlijke x, of van 
beide, met of zonder het eerste en de eerstvolgende diflfe- 
rentiaal-quotienten van y ten opzichte van x^ — verwijzen 
wij naar de leerboeken van Moigno, Raabe, Duhamel, 
Cournot, Sturm, enz. op bladz. 4 vermeld. De derde, de 
substitutie eener nieuwe veranderlijke speelt in de theorie 
der differentiaal-vergelijkingen eene hoofdrol. In verschil- 
lende gevallen voeren namelijk zulke substituties onmid- 
dellijk tot de integraal der vei^elijking en alsdan worden 
zij als afzonderlijke integratie-methoden aangemerkt (§ 65 
en vv.); in andere gevallen dienen zij om de toepas- 
sing der oplossings-methoden mogelijk of gemakkelijk te 
maken, en als zoodanig komen zij dan ook bij elke dier 
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methoden ter sprake; — eindelijk kunnen zij dienen als 
middel om de orde der diflferentiaal-vei^elijking te verla- 
gen of m. a. w. om de integratie derzelve terug te bren- 
gen tot die van twee of meer andere, die ieder op zich 
zelve van lagere orde zijn dan de gegevene. Is hierbij de 
gegevene vergelijking van de n^ orde en wordt de orde 
der komende vergelijkingen respectievelijk door de getal- 
len p, q, r, aangewezen, dan is steeds 

^—Pr{-q + r + 

De differentiaal-vergelijkingen, wier integratie men aldus 
door één of meer substituties tot die van andere meer 
eenvoudige vergelijkingen heeft teruggebracht, kenmerken 
zich veelal door homogeniteit. Het begrip dier homo- 
geniteit komt echter bij de grootste wiskundigen in zeer 
verschillende opvatting voor; daarom zullen wij trachten* 
die onderscheidene opvattingen hier te vereenigen en bo- 
vendien de zaak zoo algemeen mogelijk voor te stellen. 

14. Homogene difTerentiaal-vergelijkingen. Eene differen- 
tiaal-vergelijking is homogeeu, wanneer zij eene functie 
voorstelt, die, in de gewone beteekenis van het woord, 
homogeen is, zoo oc als eene functie van den «en en y als 
eene functie van den ê^n graad wordt beschouwd, waarbij 
a en b alle mogelijke rationeele getallen kunnen voorstel- 
len, mits zij niet gelijktijdig nul zijn ^). Hierbij is nu 
y' eene functie van den {b — öj)en^ ƒ' eene van den {b — 2a)^^ 
eriz. en dus in 't algemeen y*^ eene functie van den 
(b — ^öj)en graad. 

De vergelijking 



^) Al de overige differentiaal- vergelijkingen worden gezegd niet- homo- 
ge en te zijn; zij komen dus overeen met het geval o 1=6 = 0. Deze niet- 
homogene vergelijkingen zijn verreweg het sterkst vertegenwoordigd; over 
hare oplossing valt echter niets algemeens te zeggen. 



Digiti 



zedby Google 



23 § 14. 

^•v"(2^'-y')+v(i-//)+-^'=o ... (5) 

is bijv. homogeen, wanneer men y aanmerkt als eene fun- 
tie van den derden en x als eene van den tweeden graad; 
elke term der vergelijking wordt alsdan van den zesden 
graad. 

15. Onderscheiding in drie soorten. De integratie dezer 
homogene vergelijkingen kan steeds door een of meer een- 
voudige substituties worden teruggebracht tot die van eene 
diJBFerentiaal-vergelijking, welke ééne orde lager is (en eene 
der eerste orde); om zulks te doen is het echter wensche- 
lijk drie verschillende gevallen te ónderscheiden, die van 

de waarden van a en J afhangen, namelijk: 1®. ö^O en 

i>0; 2^ a = en i^O; en S». ö^O en i = 0. 

Is echter eene differentiaal-vergelijking volgens de ver- 
melde opvatting homogeen, dan zal zij hoiyiogeen blijven, 
wanneer men x beschouwt als eene functie van den waen 
en y als eene van den wh^^ graad, waarin m een wille- 
keurig rationeel getal aangeeft; wij doen dus in geen en- 
kel opzicht aan de algemeenheid der beschouwing te kort, 
wanneer wij in het eerste der zoo even beschouwde ge- 
vallen « = 1 en h =r= jö nemen, waarbij p elk willekeurig 
positief of negatief, geheel of gebroken getal kan voor- 
stellen, in het tweede geval «t^O en J = l en in het 
derde geval öj=1 en in=:0. 

16. Verband tusschen de drie gevallen. Tusschen deze 
drie gevallen van homogeniteit bestaat een zeer nauw ver- 
band: laat men namelijk in het eerste geval jo van posi- 
tief tot negatief overgaan, dan kan die ovei^ang slechts 
door oneindig groot of door nul geschieden; heeft hij plaats 
door nul, dan wordt hij door het derde geval aangegeven; 
geschiedt hij door oneindig groot, dan zullen de getallen 

;?, i» — l, jo — 2, , die den graad van y, y^, /, 

aangeven, bij toenemende p meer en meer tot de gelijkheid 
naderen, zoodat alsdan de overgang door het tweede geval 
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wordt vooi^esteld. Het tweede en derde geval zijn dus de 
grensovergangen van het eerste. 
17. Homogene vergelijkingen der eerste soort: a = l 

en J=j9, waarbij p elk willekeurig geheel of gebroken 
getal^ grooter of kleiner dan O, kan voorstellen. 

Om de vergelijkingen, die hiertoe behooren, ééne orde 
te verlagen kan men gebruik maken van de substituties 
x:=ö« en ynz^t^ 

waardoor men eene vei^elijking verkrijgt in u en t^ die 
door de substitutie 

du 

ééne orde verlaagd wordt (Boole, p. 219). 

Klaarblijkelijk kan men tot hetzelfde doel geraken door 
de beide eerstgenoemde substituties te verbinden (Moigno, 
p. 664; Raabe, s. 188) tot 

Hoe nauw deze beide methoden van verlaging van de orde 
der vergelijking ook verwant mogen zijn, toch verschillen 
zij hemelsbreed zoowel in den aard der toepassing als in 
eenvoud en omslachtigheid van bewerking. In een en an- 
der opzicht is de eerste methode ver te verkiezen boven 
de laatste en dat wel des te meer, naarmate de orde der 
vergelijking stijgt ^^). 



*") Het bijzondere geval p = 4 werd vroeger in de taal der oneindig klei- 
nen minder juist aldus uitgedrukt: eene difTerentiaal- vergelijking is homo- 
geen, wanneer zij homogeen is met betrekking tot 

z, y, dx, dy, dry, d^y, 

Bij de tweede methode gaat hierbij de substitutie over in 

men zal echter beter doen door van de algemeene substitutie yz=.oft gebruik 
te maken, om later ]^ zoodanig te bepalen, dat daardoor de resulteerende ver- 
gelijking eene eenvoudiger gedaante verkrijgt Zie hierover Raabe, s.205. 
Zie voorts over de vergelijkingen der tweede orde, die volgens de tweede 
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18. Homogene vergelijkingen der tweede soort: a = 

en è = 1 of m. a. w. differentiaal- vergelijkingen, die homo- 
geen zijn met betrekking tot de functie en h&re afgelei- 
den, dat is: met betrekking tot y, y\ ƒ', y'", . . . . /*\ De 
substituties 

y — eJ^^' 11) Qf y^^^ 12) 

zullen hierbij onmiddellijk tot het doel, de verlaging der 
orde, voeren. 

Tot deze homogene vergelijkingen der tweede soort be- 
hoort o. a. de herleide lineaire vergelijking 

^'•> + X.^i^«-i)+ + Xiy + Xo7/ = 0; . . (6) 

hare resulteerende vergelijking van de {n — l)e orde is ech- 
ter niet meer lineair, maar heeft den vorm 

rC»-i) + + («;'• + X._i v-^ + . . . +Xit; + Xo)t=0. (6a) 

Deze vergelijking is meer samengesteld dan de oorspron- 
kelijke; zij is echter in vele gevallen meer geschikt voor 
de bepaling der bijzondere integralen dan deze: vindt men 
bijv. eene waarde v^=^m, die niet van x afhangt en het 
polynomium 

r- + X «-.1 t;»-i + .... + X|t? + Xo 



methode volkomen kumien worden opgelost: Moigno, p. 661. In de toepas- 
sing van de theorie der differentiaal-vergelijkingen komen dikwijls vergelij- 
kingen voor die 8 (de lengte van den boog) of een of meer opeenvolgende 
differentiaal-quotiënten van s ten opzichte van x of y bevatten, en daarom 
is het van gewicht hier óp te merken, dat de vergelijkingen, welke homo- 

d^s ds 
geen zijn met betrekking tot a:, y en s, zooals y^-^-{-X—r-=:0 zich onder 

dy^ dy 

deze soort laten rangschikken. 

^') Boole, p. 221. 

^^) Raabe, s. 209. Deze laatste substitutie kan gemakkelijk uit de vroegere 
y =: i^f voor pzni worden afgeleid, daar hierbij y en y' in hetzelfde geval 
verkeeren (van deni^elfden graad zijn; als ar en y in Noot *")• Uit y':=iyt 
volgt voorts onmiddellijk y=.er j zoodat de beide bovengenoemde substi- 
tuties op hetzelfde neerkomen. 
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identiek nul maakt^ dan zal deze waarde v:=m eene bij- 
zondere integraal zijn van de vergelijking (6») en dus ook 

eene bijzondere integraal van de oorspronkelijke vergelij- 
king (6). Bij de lineaire vergelijkingen met standvastige 
coëfficiënten wordt aan het genoemde polynomium voldaan 
door n waarden van t?, die geen van allen van x afhangen, 
zoodat in dit geval de bovengenoemde substituties de al- 
gemeene integraal opleveren ^*). (Zie § 85). 

19. Homogene vergelijkingen der derde soort: ^ = 1 
en J =: O, waartoe al de differentiaal- vergelijkingen behoo- 
ren, welke homogeen zijn met betrekking tot 



y' 



' y / f" ƒ»> 

Om deze • homogene vergelijkingen der derde soort ééne 
orde te verlagen, laat men x en y van rol verwisselen, 
waardoor de vergelijking wordt teruggebracht tot eene ho- 
mogene vergelijking der tweede soort, die derhalve door 
eene der substituties 

X = ef'^^ of -T- = at 

ééne orde verlaagd wordt. 
Zoo is bijv. de vergelijking 

(^/-i)yy"+/^"+yy' = o (7) 

in dezen zin homogeen, daar elke term bij de opgegeven 
onderstelling van den ( — 3)eii graad is; de rolverwisseling 
levert hierbij de vergelijking 

y{x— x^) (3^"2 — ^V") — ^•' V ^yx'^ z=r O, 
waarin y de onafhankelijk en x de afhankelijk verander- 



") Over de vergelijkingen der tweede orde, waarbij deze substituties tot 
de volledige integraal voeren, zie men: Moigno, p. 666. 
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dx c^x d^x 

lijke is en x' voor — -, a?" voor -—5 en a^" voor — r staat. 
dl/ dif dy^ 

Daar nu deze vergelijking klaarblijkelijk homogeen is 

met betrekking tot Xy x', x" en a?'", zal de substitutie a? = 

=zr e-f^^ haar ééne orde verlagen. Zij geeft terstond ^*) 

zijnde eene vergelijking van de tweede orde in y en v. 
Is nu hieruit v als eene functie van y bep^ald^ dan vindt 
men x door eene quadratuur uit x:=ief^y. 

Tot deze laatste soort van homogene vergelijkingen be- 
hooren o. a. de vergelijkingen van den vorm 

^y») + T„-.iar— v«-i) + T„^2df -y-3) + + 

+ Tia:y + To = 0, (8) 

welke dus steeds ééne orde kunnen verlaagd worden. Bij 
deze vergelijkingen is de komende vergelijking meestal 
ingewikkelder dan de oorspronkelijke; toch kan zij som- 
tijds dienen om gemakkelijk de bijzondere integralen der 
vei^elijking op te sporen. Zoo geeft bijv. de vei^elijking 
der tweede orde 

^f + Y,xy'-\-Y, = (9) 



'^) Men kan beide bewerkipgen gemakkelijk samennemen door de formulen 
voor de rolverwisseling (zie Bierens de Haan, Overzicht der Diff.-rek. § 85. 
i^) te verbinden met die, welke uit x nz e*' *' ^ voortspruiten : au:!, x' = r, 

x" =: ü* -I- — , a:'" = ü' -f- 3t; — h -7-^ , waardoor men verkrijgt: 

dhn 
— ''^Ta I' ^ substitutie dezer waarden zal onmiddellijk de orde der 

vergelijking met eene eenheid verlagen. Ook bij de tweede methode kan 
men de rolverwisseling met de substitutie verbinden tot deze nieuwe: y'zi: 

t^ Ut 

— , (y" = — ~ , enz.), zie Moigno, p. 664. Exemple \^, arV" = ay + hx^f*. 
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die der eerste orde 

^i + ^^-''^-^or>) = (9a) 

Kan men nu eene waarde vinden van v^O, welke niet 

van y afhangt en den term tosschen de haakjes gelijk nul 
maakt^ dat is: hangt 

1-Yi 

niet van y af, dan is die waarde van v eene bijzondere 
integraal der vei^elijking (9») en dus ook 

eene bijzondere integraal der gegeven vergelijking (9). In 
dit geval evenals in de gevallen, dat Tq = O of Yi = 1 is, 
kunnen de veranderlijken in de vergelijking (9a) onmid- 
dellijk gescheiden worden. Heeft men bijv. de vergelijking 

y' + ^-^/ + Ao^ = (10) 

dan vindt men 

en dus voor de bijzondere integraal or=ie " of 

Ao - 
y UT lx. 

20. Komt nu in één dezer drie gevallen van homogeni- 
teit de veranderlijke x oi y niet voor, dan kan de diffe- 
rentiaal-vergelijking nog ééne orde bovendien verlaagd 
worden; voor de homogene vergelijkingen der eerste en 
tweede soort volgt dit uit den aard der zaak, terwijl zulks 
voor die der derde soort blijkt uit de homogeniteit der 
vergelijkingen, die men verkrijgt, wanneer men o? en y 
van rol laat verwisselen. Laat bijv. 

f{y,y\y'\ y">) = o (ia) 

geen x bevatten en homogeen zijn, indien y als eene functie 
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van den Oen graad wordt beschouwd, en schrijft men nu voor 






dan zal zulks op de homogeniteit der rergelijking klaar- 
blijkelijk geen invloed hebben, zoodat de differentiaal-ver- 
gelijking, die de substitutie oplevert 

./ , dy' d^y' ^!lV\_n 

'^vi'y'Ty' -w'-'W^f 

nog homogeen zal zijn, indien y als eene functie van den 
Oen graad wordt aangemerkt; y is nu de onafhankelijk 
veranderlijke geworden, de verkregen vergelijking valt dus 
in het tweede geval van homogeniteit en derhalve zal de 
substitutie van 

haar tot de {n — 2)e orde terugbrengen. 

Eindelijk merken wij nog op, dat, wanneer bij homo- 
gene vergelijkingen van de eerste of tweede soort x ^n y 
en de k — 2 eerstvolgende differentiaal-quotiënten niet 
voorkomen, de differentiaal-vergelijking nog k orden zal 
kunnen verlaagd worden, zoodat de oplossing van eene 
zoodanige vergelijking kan worden teruggebracht tot die 
van eene vergelijking van de {n — k — l)e orde en eene 
van de k^ orde. 

21. Wij hebben in het voorafgaande de algemeene sub- 
stituties vermeld, wattrdoor men de orde eener homogene 
differentiaal-vergelijking met eene eenheid kan verlagen; 
niet altijd zal men echter van deze gebruik maken, daar 
somtijds de volledige integratie der oorspronkelijke verge- 
lijking der n^ orde gemakkelijker is uit te voeren dan die 
der daaruit door substitutie afgeleide der [n — l)e orde. De 
homogene vergelijking der 1^ soort 

yy'+/3 + Az=o (11) 

wordt bijv. het eenvoudigst geïntegreerd, wanneer men 
haar schrijft in den vorm 
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Evenzoo wordt de homogene vergelijking der tweede soort 

y/' + Ay'2 + Xy/ = (12) 

het gemakkelijkst opgelost door haar te vermenigvuldigen 

met — , en haar alsdan te schrijven in den vorm 

y y 

en de vergelijking 

/' + (X4-1)/ + Xy = (13) 

door de substitutie van /-(-yznw, enz. Voor meerdere 
voorbeelden zie men § 37 en vv. 

22. Niet-homogene vergelijkingen. De orde eener ni et- 
homogen e vei^elijking kan ook somtijds door eene een- 
voudige substitutie met ééne eenheid verlaagd worden. 
Uit het wezen dier vergelijkingen volgt echter, dat men 
daartoe slechts bij uitzondering de tot hiertoe beschouwde 
substituties kan bezigen; veelmeer beslist hierbij de vorm 
der vergelijking van welke substitutie men moet gebruik 
maken. 

'Stelt men bijv. in de vergelijking (Liouv. T. VII. 18é2. 
p. 134) 

y' + Ty2 + xy = o .• (u) 

y' z=zue-f^^ , dan gaat zij over in 

dx 

du du .y.. du 

waarvoor men kan schrijven, daar -— = — -y'=wr"-' ^' — - ia: 

dx dy dy 

zijnde eene herleide lineaire vergelijking der eerste orde. 
Evenzoo gaat de vergelijking 
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y" + Yiy' + Y = (15) 

door de substitutie van y'^ = u over in de lineaire ver- 
gelijking 

terwijl eveneens door de substitutie van y'- +y^ = a~2 de 
vergelijking 

yy" + A2/'' + {A + l)y^ + A,Y(y'^+f)^ = . (16) 

wordt teruggebracht tot de lineaire 

23. Bovendien gelukt het in sommige gevallen de niet- 
homogene vergelijking door eene eenvoudige substitutie 
homogeen te maken zonder hare orde- te verlagen; zoo 
gaat bijv. de vergelijking 

K^ + èi^y + ^2)/ + (^l + V)y + ^o = . . (17) 

door de substitutie van y=:}j-\-(3 over in de homogene 

(öoiP + b^ii) }i" + b^ij'^ + ajjf ' + ao = O, 

wanneer men (3 zoodanig kiest, d&.t aan de vergelijking 

b,(3 + c, = 
wordt voldaan. 

24. Voor de verlaging van de orde van niet-homogene 
vergelijkingen zijn niet zulke bepaalde algemeene substi- 
tuties aan te geven als voor die der homogene; alles hangt 
hier van den aard der beschouwde vergelijking zelve af. 
Bovendien kent men voor de opsporing der noodige sub- 
stitutie geen enkelen algemeenen regel, zoodat men hierbij 
met recht mag spreken van //artifices de calcul par les- 
quels on est forcé de suppleer sans cesse k Fimperfection 
des théories générales (Moigno, p. 648). 
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III. 



DE INTEGRATIE DER ONVOLKOMEN DIFFERENTIAAL- 
VERGELIJKINGEN. 



25. Even als men de integratie van gewone dififeren- 
tiaal-vormen laat voorafgaan door de opgave van grond- 
formulen, die door de omgekeerde bewerking: de differen- 
tiatie van gewone stelkundige of transcendente vormen 
zijn opgemaakt, — kan men ook de integratie van de 
onvolkomen diflferentiaal-vei^elijkingen laten voorafgaan 
door eene tabel van grond-vergelijkingen, die door con- 
structie uit aangenomen bijzondere integralen zijn afge- 
leid, ledere functie, iedere differentiaal-vorm, elke bepaalde 
integraal, ja elke differentiaal-vergelijking zou daarbij als 
bijzondere integraal kunnen worden aangenomen en daar- 
uit eene differentiaal-vergelijking worden bepaald, wier 
coëfficiënten van die bijzondere integraal afhangen, zij het 
ook niet op eene zoo eenvoudige wijze als zulks met de 
coëfficiënten en de wortels eener rationeele stelkundige 
vergelijking het geval is. 

Wanneer men door eene gepaste keuze der bijzondere 
integralen eene aldus geconstrueerde tabel van grondver- 
gelijkingen geschikt maakte om als grondslag te dienen 
voor de verdere integratie der onvolkomen differentiaal- 
vei^elijkingen, zouden vele der bezwaren worden wegge- 
nomen, welke de studie dier differentiaal-vergelijkingen 
voor den beginner thans zoo moeilijk maken; om deze 
reden is het van belang bij deze algemeene beschouwing 
ook hierop het oog te vestigen. 

26. De constructie van differentiaal-vergelijkingen. De 
constructie van differentiaal-vergelijkingen kan volgens 
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Mayr het eenvoudigst en gemakkelijkst op de volgende 
wijze geschieden (Mayr, § 47): zij 

de vastgestelde bijzondere integraal, dan bepale men y', 
y", ^'", y^"^ en vermenigvuldige deze met wille- 
keurige coëflScienten, doch zóó dat X een gemeenschappe- 
lijke factor wordt van alle of meerdere termen; vervolgens 
voege men deze gelijke producten door dezelfde teekens 
-[-of — samen, waardoor men eene vergelijking verkrijgt, 
die door haar eerste lid, gelijk nul gesteld, eene differen- 
tiaal-vergelijking oplevert, waarvan alsdan het tweederde 
oplossing of m. a. w. de vergelijkingen aangeeft, die tot 
hare oplossing voeren. Een enkel voorbeeld moge dit nader 
ophelderen: is de bijzondere integraal 

dan vindt men voor n^m 

{a + èxy y("5 = »^«/ - 1 è« {a + bx)^, 
A„_i {a + Ja?)»-i y^"~^^ = -A-«-i m^-'^l^^ i«~.i {a + bxY, 

Aj [a + bx) y' ■=. K^mb [a-^- bx)"^, 

Ao5r=:Ao(ö^ + ia?)"*; 
en dus: 

...-f Ai^i + Ao](^ + fe)"» (18) 

Het eerste lid, gelijk nul gesteld, geeft nu de differentiaal- 
vergelijking, terwijl alsdan het tweede lid de n waarden 
van m oplevert, voor welke 

y=[a'{' bx)'^ 
eene bijzondere integraal is derzelve (§ 115 — 125). 

27. Wij vergenoegen ons hier met dit eenvoudige voor- 
beeld en verwijzen voor het overige naar Mayr, Cap. VI, 
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waar tal van lineaire en niet-lineaire differentiaal-verge- 
lijkingen aldus worden geconstrueerd. Bij het op deze wijze 
construeeren van dififerentiaal-vergelijkingen wordt bij li- 
neaire vergelijkingen in verreweg de meeste gevallen een 
genoegzaam aantal voorwaardens-vergelijkingen gevonden 
om daaruit, evenals in het bovenstaande voorbeeld, al de 
onafhankelijke bijzondere integralen en dus ook de alge- 
meene integraal der verkregen vergelijking te bepalen, — 
terwijl in die gevallen, waarbij zulks niet het geval is, 
die algemeene integraal door de methode van de variatie 
der. standvastigen kan worden aangevuld. 

Hoe lager de orde is, waartoe de gevonden vergelijking 
opklimt, hoe algemeener ook de uitkomst der constructie 
zal zijn, daar bij het stijgen der orde de coëfficiënten der 
vergelijking in den regel meer en meer tot bepaalde ge- 
tallen overgaan en dus allengskens de algemeenheid der 
vergelijking verloren gaat. Zeer ware het te wenschen, 
dat de aldus geconstrueerde vergelijkingen met hare op- 
lossingen in tafels werden bijeengevoegd, — evenals zulks 
met de onbepaalde en bepaalde integralen van gewone 
differentiaal- vormen het geval is — en dat uit die tafels 
eene tabel werd opgemaakt van de meest algemeene ver- 
gelijkingen, die er in voorkomen. Die tabel zou dan als 
grondslag kunnen dienen voor de verdere theorie van de 
integratie der lineaire, zoowel als der niet-lineaire difife- 
rentiaal-vergelijkingen. Niet alleen zou hierdoor de beoe- 
fening dier theorie wezenlijk verlicht worden, maar mijns 
inziens is het een volstrekt vereischte om dien weg in te 
slaan, wil men ooit tot de volledige kennis van de theorie 
der differentiaal- vergelijkingen geraken i^). 



*^) Het construeeren van differentiaal-vergelijkingen uit aangenomen alge- 
meene iutegralen heeft geenszins die hooge waarde, welke wij hier aan de 
constructie dier vergelijkingen uit bijzondere integralen toekennen. 

Men zie hierover: Euler, Vol. II. Cap. X en XI; Pëtzval, Bd. I. s. 193; 
Spitzer, 2e Forts. s. 74 en vv. en Baltzer, § 9. 1 en 2. 
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28. Hoofd-verdeeling der integratie-methoden. De eigen- 
lijke integratie-methoden, tot wier beschouwing wij tKans 
zullen overgaan, moeten wij in twee hoofdsoorten onder- 
scheiden : 

I. De hoofd -methoden, zijnde die, waardoor men 
rechtstreeks zonder behulp van eenige andere integratie- 
methode een of meer bijzondere of ook de algemeene in- 
tegraal eener differentiaal-vergelijking kan bepalen; en 

II. de aanvullings-methoden, welke die integraal 
leeren vinden uit de bekende integraal eener overeenkom- 
stige differentiaal-vergelijking, of ook dienen om eene ge- 
vonden bijzondere integraal te completeeren. 

Het zelfstandige karakter, dat de hoofd-methoden ken- 
merkt, missen de aanvullings-methoden geheel en al, zoo- 
dat zij dan ook niet met de eerste kunnen vergeleken 
worden. 

A. De hoofd-methoden. 

29. Verdeeling der hoofd-methoden. Bij de integratie 
eener onvolkomen differentiaal-vergelijking stelt men zich 
steeds een bepaald aan te wijzen doel voor oogen, dat ge- 
heel en al het wezen en het karakter bepaalt der methode, 
die men zal toepassen; van daar dat de natuurlijkste ver- 
deeling der hoofd-methoden die is, welke berust op het 
doel, dat men door hare toepassing kan bereiken. Bij die 
verdeeling vervallen de genoemde methoden in vijf soor- 
ten, waarvan de beide eerste elk slechts ééne, de overige 
ieder meer dan eene methode bevatten. Het gemeenschap- 
pelijk hoofd-doel, dat men zich in het algemeen bij de 
integratie eener differentiaal-vergelijking voor oogen stelt, 
— eene vergelijking te bepalen tusschen de beide vei-an- 
derlijken, die op de meest algemeene wijze aan de gege- 
ven differentiaal-vergelijking voldoet — tracht men hierbij 
achtereenvolgens te bereiken door middel van 
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1". het terugbrengen van de integratie der vergelijking 
tot die van gewone differentiaal-uitdrukkingen (scheiding 
der- veranderlijken); 

2^. het terugbrengen van de onvolkomen differentiaal- 
vergelijking tót eene volkomene (integreerenden factor); 

3<*. de opsporing van de bijzondere integralen der ge- 
geven vergelijking (methoden der reeksea, die van Euler 
en die der bepaalde integralen); 

4<>. door de invoering van symbolen de bewerkingen 
op te sporen, die tot de gezochte integraal moeten leiden 
(methoden der symbolen); en 

5<>. door de differentiatie der vergelijking hare integra- 
tie tot die eener meer eenvoudige vergelijking terug te 
brengen (verhooging der orde, methode van Liouville). 

30. De methode van de scheiding der veranderlijken en 
die van den integreerenden factor voeren steeds tot eene 
gesloten uitdrukking, waarin bepaalde integralen noch 
symbolen voorkomen, en die als eene volledige integraal, 
met het vereischte aantal willekeurige standvastigen, - zij 
het ook in vele gevallen als de eerste, tweede, enz. en 
alleen in bijzondere gevallen als de n^ of algemeene inte- 
graal, - aan de gegevene vergelijking voldoet. Dit is een 
gevolg van het doel, dat men bij de toepassing dier me- 
thoden beoogt: men zoekt daarbij de algemeene integraal, 
maar slechts trapsgewijze; langzaam maar zeker gaat men 
daarop af; zoover men komt is men er van overtuigd, dat 
men op den goeden weg is; van afdwalen kan daarbij 
geen sprake zijn, evenmin als van het verlies zelfs van 
eene enkele willekeurige standvastige. 

Bij de toepassing van de overige methoden tracht men 
ook wel de algemeene integraal te vinden, maar óf on- 
middellijk en stuksgewijze, om daarna uit die deelen die 
integraal zoo mogelijk samen te stellen, óf men tracht het 
vinden dier integraal afhankelijk te maken van het uit- 
voeren van bepaalde bewex'kingen of het oplossen van eene 
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gemakkelijker te behandelen .vergelijking: het aantal ver- 
kregen willekeurige standvastigen beslist hierbij alles. Ter- 
wijl men door deze laatste methoden bij de gunstigste om- 
standigheden alleen de algemeene integraal vindt, samen- 
gesteld uit hare n bijzondere integralen, leveren de beide 
eerstgenoemde methoden in geval van eene gunstige analyse 
niet alleen die algemeene integraal met de daarin opge- 
sloten bijzondere integralen, maar ook al de overige inte- 
gralen van de eerste tot en met de (» — l)e, zoodat men 
daarbij als het ware ziet hoe de gegevene differentiaal- 
vergelijking uit de oorspronkelijke (of integraal)-vergelijking 
kan zijn ontstaan. In den eigenlijken zin kan dan ook 
bij deze methoden alleen sprake zijn van eene zuivere en 
volkomene analyse. Bij de overige methoden noemt men 
echter de analyse volledig, wanneer onder alle omstan- 
digheden de algemeen^ integraal der differentiaal-vergelij- 
king is gevonden. Men beschouwt dus daarbij de zaak van 
eene zuiver practische zijde en ziet juist datgene over 
het hoofd, wat voor den theoreticus het meeste bezwaar 
in heeft, zooals het vooraf vaststellen van den 
vorm der bijzondere 'integraal. 

a. DE SCHEIDING DER VERANDEBLIJKEN. 

31. Het eerste doel //de integratie der differentiaal-ver- 
gelijking terug te brengen tot die van gewone differentiaal- 
vormen^' stelt men zich voor bij de toepassing van de 
methode van de scheiding der veranderlijken. 
Men tracht dus daarbij de integratie der vergelijking on- 
middellijk te verbinden aan die van differentiaal-uitdruk- 
kingen met ééne veranderlijke, dat is: aan de theorie der 
quadraturen, het eerste deel der integraal-rekening. Het 
genoemde doel ligt derhalve het eerst voor de hand en is 
als het ware een onmiddellijk gevolg van de volgorde 
der behandelde stof. Het .verraadt echter juist daardoor 
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eene zeer bekrompen opvatting: eene functie, die twee 
veranderlijken en hare differentiaal-quotiënten bevat, kan 
slechts onder xle meest gunstige omstandigheden als eene 
som van functiën van ééne veranderlijke, elk vermenig- 
vuldigd met het eerste differentiaal-quotiënt dier verander- 
lijke ten opzichte van x, worden voorgesteld — zoodat het 
beoogen van dat doel reeds terstond de toej^assing der 
methode beperkt. Om dit duidelijk te doen inzien zullen 
wij de voornaamste wijzen nagaan, waarop eene zoodanige 
scheiding der veranderlijken kan worden verkregen, of m. 
a. w. waardoor de differentiaal-vergelijking kan gebracht 
worden in den vorm 

2/(<ï)*)#*=0, ., (VI) 

waarin cPk eene willekeurige functie van x, y, y', y^\ 

. . . y»-^) voorstelt, die echter niet meer het we differentiaal- 
quotiënt van y kan bevatten. 

32. Onmiddellijke scheiding, in de eerste plaats kan de 
differentiaal-vergelijking van dien aard zijn, dat men haar 
onmiddellijk in den bovengenoemden vorm kan schrijven. 
Heeft men bijv. de lineaire vergelijking met standvastige 
coëfficiënten, die geen y bevat, 

y») + A„^ir-i) + A«_2y«-2) + ....+Ay + X = 0, .(19) 
dan kan men deze schrijven in den vorm 
^y«-i)+A«_irf/»-2)^^^_2^^»-s)^ -f A//y+X^ = 0, 

waarin de veranderlijken reeds gescheiden zijn, zoodat men 
terstond kan besluiten tot de eerste integraal 
y»-i) + A„^i/«"2)^A«_,2/»-3) + ... + Aiy + /X^z=:Ci; 
welke nu, doordat hierin y wel .voorkomt, niet weder op 
dezelfde wijze kan behandeld worden. Kwam echter in de 
beschouwde vergelijking (19) y' ook niet voor, dan zou iu 
de eerste integraal de scheiding der veranderlijken op 
nieuw kunnen plaats hebben, zoodat alsdan de tweede 
integraal dier vergelijking zou gevonden zijn. In ^t alge- 
meen zal men de 1^ integraal eener lineaire vei^elijking 
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met standvastige coëfficiënten door deze methode kunnen 
bepalen, wanneer y en de eerste k — 1 differentiaal-quo- 
tiënten in dezelve ontbreken. De vergelijking is alsdan 

yC«) + A„^i /'-!) + 4-A,y*) + X=0, . . (19a) 

en voor hare Tc integraal vindt men: 

/»-*) + A„_i y(«-*~i) + . . . + A, 5^ + /(^)X^ = r,, . . . (19b) 

waarin Yk de complementaire funetie voorstelt. 

Is nu iJ = n, dan kan de beschouwde methode alleen tot 
de algemeene integraal voeren, maar alsdan wordt de ver- 
gelijking eenvoudig deze 

^(») + X=0, (19C) 

welke na ^-malige scheiding der veranderlijken geeft: 

y = — ƒ („)X^iP« + r„. 

Is echter k ^n, dan moet men om de algemeene integraal 
te verkrijgen de vei^elijking (19^) oplossen door behulp 
van andere methoden, die eerst later ter sprake komen. 
Men kan echter ook de orde, waarin de methoden worden 
toegepast, omkeeren door y^^^ =z u als nieuwe afhankelijk 
veranderlijke in te voeren en eerst de vergelijking 

op te lossen, en daarna, na substitutie van hare algemeene 
integraal in 

y*) = u, 

op deze laatste vergelijking de scheiding volbrengen. Deze 
omkeering der volgorde is meestal verkieslijk, èn omdat 
men anders de toepassing der andere methoden door de 
complementaire functie lastiger maakt, èn omdat de n^ 
integraal van X/h meestal ingewikkelder functie zal zijn 
dan X zelve. Alleen dan, wanneer — J^^*^Xrfa?* -f- r^ een- 
voudiger is dan X, zal men met voordeel de eerst aange- 
wezen volgorde verkiezen. Dit is bijv. het geval met de 
vergelijking 
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yiv + 2y"-3y' + i = o, (20) 

wanneer men haar schrijft in den vorm: 

Cos [Bg Sin x) 

waarvan men na tweemalige scheiding der veranderlijken 
voor tweede integraal vindt : 

welke laatste vergelijking verder gemakkelijk is te inte- 
greeren. 

33. De bovengenoemde vergelijking (19) is slechts een 
bijzonder geval van de meer algemeene 

' ' ' -f A, . +X— 0,(21) 



in welke de veranderlijken ook onmiddellijk kunnen wor- 
den gescheiden, daar men haar kan schrijven in den vorm: 

Zijn hierin al de A's gelijk nul, dan heeft men de zeer 
dikwijls, vooral als vergelijking der tweede orde, voorko- 
mende vergelijking 

^— — 4.X = 0, (21a) 

die op deze wijze voor eerste integraal zal geven eene 
vei^elijking van den vorm: 

F,(y(«-i)) + X, = Cp 
Kan men nu hieruit y^-^) oplossen als eene functie van 
w, bijv. /""^^zirXg, dan is men tevens in staat de alge- 
meene integraal door deze methode te vinden, terwijl zij 
van de vergelijking (21) zelden meer dan de eerste inte- 
graal leert kennen. 

34. Terwijl de vergelijking 
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door de methode van de scheiding der veranderlijken al- 
gemeen kan worden geïntegreerd, laat zich de vergelijking 

/o izz Y 

volstrekt niet op deze wijze behandelen; alleen in het bij- 
zondere geval dat » = 2 is en men dus heeft: 

y' = Y. . {21a) 

kan zij gemakkelijk daartoe worden geschikt gemaakt 
door de opmerking dat ƒ ' =z -j-- :== y -J- is, want hierdoor 
wordt zij teruggebracht tot 

welke voor eerste integraal geeft 

eene vei^elijking der eerste orde, waarin men de veran- 
deriijken onmiddellijk kan scheiden door er voor te schrijven 

Op dezelfde wijze kunnen ook de meer algemeene ver- 
gelijkingen 



= Y (22) 



/(y') 

en 

/'')=/(y(— 2)). . . (23) 

behandeld worden, daar deze laatste voor ƒ """^^ :=z'u over- 
gaat in u" =if{u). 

35. Samenvoeging van termen. Hiermede hebben wij de 
voornaamste en meest algemeene gevallen beschouwd, 
waarin de differentiaal-vergelijking onmiddellijk in den 
aangewezen vorm (VI) kan geschreven worden. Er zijn 
echter ook vei^elijkingen, die niet tot ééne der genoemde 
kunnen worden teruggebracht en waarbij hetzelfde kan 
ptaats hebben, wanneer men de termen der vergelijking 
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tot volkomen differentialen samenneemt. 2k)o kan men 
bijv. voor de vergelijking ♦ 



schrijven 



y" + 4-(y'-i') + X = (24) 

•F 






waaruit onmiddellijk volgt 

Het is gemakkelijk in te zien, dat het scheiden der 
veranderlijken op deze wijze slechts zelden zal kunnen 
geschieden en dat wel des te minder, naarmate de verge- 
lijking van hooger orde is. Het hangt echter zoo geheel 
en al af van den aard der vergelijking, dat het niet mo- 
gelijk is, daarvoor bepaalde regels vast te stellen; boven- 
dien kan men van verreweg de meeste dier bijzondere 
vergelijkingen op deze wijze slechts de eerste integraal 
bepalen. 

36. Vermenigvuldiging met een factor. Is eene vergelij- 
king niet vatbaar voor eene dadelijke scheiding, dan kan 
zij op verschillende wijzen daartoe geschikt gemaakt wor- 
den. In de eerste plaats geschiedt zulks door vermenig- 
vuldiging met den een of anderen factor. Voor de verge- 
lijking 

^y'-y'^+/X = (25) 

kan men bijv, schrijven 

waarin de eerste term gelijk is aan dx — y zoodat men 
ook heeft 

y 

welke onmiddellijk geïntegreerd kan worden. 
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Eene der meest algemeene vergelijkingen, die zich op 
deze wijze laten behandelen, ts de vergelijking van (§ 22) 
Liouville ^*): 

y' + Yy2 + x/ = 0; (14) 

» doe 

deze wordt door vermenigvuldiging met — ^ 

y 

wat als eerste integraal geeft: 

Voor deze laatste vergelijking kan men weer schrijven 

in welke de veranderlijken weder gescheiden zijn, zoodat 
men voor de tweede of algemeene integraal der beschouwde 
vei^elijking vindt: 

Jef-^^vdy = Ca + Cl Je-f^ dx, 

37. In de beide voorgaande voorbeelden was het gemak- 
kelijk aan de vergelijking te zien, welke factor de schei- 
ding mogelijk zou maken; dit is echter uiterst zelden het 
geval, want, behalve dat zulk een s ch ei dings -factor ^^) 
slechts in zeer enkele gevallen bestaat, is het meestal zeer 
moeilijk om aan de vergelijking te zien, dat de oplossing 
op deze wijze kan gelukken; en er bestaat geen enkel 
middel, nóch om uit te maken of eene scheiding op deze 
wijze mogelijk is, nóch zelfs om, wanneer die mogelijkheid 
gebleken is, den daartoe noodigen factor te bepalen. De 
toepassing der methode bepaalt zich dan ook bijna uit- 



'^) Mainardi, Ann. di matematlca pura et applic, da B. Toitolini. Roma. 
T. I. p. 76. 

*7) Men verwarre dezen scheidings-fector niet met den integreerenden 
factor. Eene vergelijking behoeft geenszins eene volkomen differentiaal-verge- 
lijking te worden door de vermenigvuldiging met den scheidings-factor , 
zooals uit de vergelijking (26») blijkt. ' 
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sluitend tot die vergelijkiBffeB, waarin de veranderlijken 
onmiddellijk kunnen worden gescheiden, of waarbij men 
uit de vei^elijking onmiddellijk kan opmaken welk mid- 
del tot die scheiding moet voeren. 

In die gevallen loopt de integratie der vei^elijking vol- 
gens deze methode zeer gemakkelijk af en onderscheidt 
zich de verkregen oplossing boven die, welke men door 
de toepassing van andere integratie-methoden verkrijgt, 
door fraaiheid en kortheid van bewerking en eene groote 
mate van eenvoudigheid in uitvoering; zooals bijv. blijkt, 
wanrfeer men de bovengegeven oplossing van de vergelij- 
king (14) van Liouville vergelijkt met die welke in § 22 
en § 160 voorkomen. Nog meer komt dit uit, wanneer men 
de integratie van de vergelijking 

y" + — y + Ay = (26) 

X 

volgens Frenet (Exerc. 376), — die voor haar achtereen- 
vplgens schrijft: 

^" + 2y + iby=0, (26a) 

^x (V +y) + ^ = ö, 

en dl{xy) + Axy = 0, 

en haar zoo doende tot de vergelijking (22») terugbrengt, 
— vergelijkt met de oplossing van diezelfde vergelijking 
door de methode van de onbepaalde coëfficiënten (Du ha- 
mel, p. 114), door de reeks van Maclaurin (1. c. p. 116) 
of ook door de methode der bepaalde integralen (1. c. p. 
120). Klaarblijkelijk zal de methode zich in bovengenoemd 
opzicht des te gunstiger van de overige onderscheiden, 
naarmate de orde der vergelijking lager is en dus minder 
achtereenvolgende integraties noodig zijn. 

3S. Substitutie van nieuwe veranderlijlcen. Eindelijk kan 
men in enkele gevallen tot de scheiding der veranderlijken 



Digiti 



zedby Google 



45 § 38. 

geraken door eene of meer substituties, welke alsdan te- 
vens eene verandering der veranderlijken te weeg brengen. 
Welke substituties men daartoe moet bezigen, is niet door 
regels aan te geven; alleen kan men in enkele zeer bij- 
zondere gevallen uit den vorm der vergelijking vermoeden 
welke substituties waarschijnlijk tot het beoogde doel voe- 
ren. Is bijv. gegeven de vergelijking 

{1 -{• aar-y y' + 2ax {l + aar^) ^' + Y = O , . . (27) 
Jan heeft men reden om te onderstellen, dat de substitu- 
tie £ff Tg {iPV^~a) == u deze vergelijking zal vereenvoudigen. 
De invoering dezer waarde voert dan ook tot de vergelij- 
king (22a) 

Tot deze zelfde eindvergelijking wordt ook de vergelijking 
(Boole, p. 226) 

(l_^2)y'_^y + Y = ... (28) 

door de substitutie BgSinx^iu, en de vergelijking 

(l+^2)y' + ^y + Y = (29) 

dx 
door de substitutie , == == du teruggebracht. 

39. Somtijds kan men ook door de substitutie van eene 
functie van o? en y beide, met of zonder differentiaal-quo- 
tiënten, als nieuwe veranderlijke de gezochte scheiding 
bewerken. Heeft men bijv. de vei^elijking 

f=f[ax + hi,^c): (30) 

dan zal de substitutie ax -\-hy -{-c^^u hier eene scheiding 
mogelijk maken; immers vindt men a-{-by' :=iu' enjy=: 
^v!' en dus voor de vergelijking zelve 

welke met (22*) overeenkomt en dus de scheiding toelaat. 
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Hetzelfde doel bereikt men bij de vergelijking '*) 

y. + ±y + (A-A)y = (31) 

2y 
door de substitutie y' + -^ = «^, waardoor zij overgaat in 

X 

in welke nieuwe vergelijking (zie 26) de veranderlijken 
kunnen gescheiden worden. 

40. Deze laatste handelwijze om de vergelijking geschikt 
te maken voor de toepassing der beschouwde methode is 
vooral daarom van beperkte toepassing, omdat, zooals wij 
boven zeiden, er geene algemeene regels kunnen aangege- 
ven worden om te bepalen, welke substituties tot het ver- 
langde doel voeren. Voor de differentiaal-vergelijkingen 
van de eerste orde, waar deze methode veel uitgebreider 
toepassing vindt dan bij die van hooger orde, zijn slechts 
in eenige bijzondere gevallen zulke regels bekend (bijv. 
bij de lineaire vergelijkingen), zoodat zelfs bij die verge- 
lijkingen de toepassing dezer methode door de onbekend- 
heid met de substitutie, die men behoeft, zeer beperkt 
wordt; hoeveel te meer zal men bij die der hoogere orde 
te vergeefs moeten zoeken naar de verlangde substitutie, 
zelfs ip die gevallen, waarin het bestaan van zulk eene 
substitutie mocht, zijn aangetoond. 



*8) Frenet, Exerc. 377. De bekende Riccati'sche vergelijking 

nH-2 
gaat* door de substitutie x 2 ^zu over in 

du» (fi-f2)ttrfM n-h2^"" ' 
wrelke voor n = — 4 met (26) overeenkomt. 
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41. Wij hebben hiermede de vier voornaamste wijzen^*) 
nagegaan, waarop men tot eene scheiding der veranderlij- 
ken kan geraken en het is ons niet gelukt eene enkele 
algemeene lineaire of niet-lineaire vergelijking door deze 
methode op te lossen. Alleen van eenige bijzondere verge- 
lijkingen kan men door hare toepassing tot de algemeene 
integraal geraken; hiertoe behooren echter vergelijkingen als 

^(«) = X 
en y' = Y, 

die in zeker opzicht een algemeen karakter dragen en die 
zeer dikwijls in de toepassing van de theorie der differen- 
tiaal-vergelijkingen voorkomen, en zelfs eenige andere niet- 
lineaire vergelijkingen, waarvan (21a), (22), (23) en (14) 
de meest algemeene zijn. Bij al deze vergelijkingen is de 
analyse volkomen en komt de verkregen algemeene inte- 
graal voor in een fraaien gesloten vorm. Behalve bij deze 
en eenige andere vergelijkingen, die in § 37 en vv. ver- 
meld zijn en die tot de vergelijking (22a) kunnen worden 
teruggebracht, staat de methode in volledigheid van ana- 
lyse in zoover achter bij andere methoden, dat zij zelden 
meer dan de eerste of ook i^ {k<^n) integraal der verge- 
lijking leert kennen. Men kan wel is waar het aantal der 
door deze methode volledig oplosbare vergelijkingen onbe- 
paald vermeerderen door in de zooeven genoemde vergelij- 
kingen nieuwe substituties in te voeren — zoo gaat bijv. 
de vergelijking (29) door de substitutie ï^ = a~"^ over in 
de bekende vergelijking (Booie, p. 428) 

rf?2(a?2-f«)y'4.^(2;r2 + öf)y + Y = 0, . . . (32) 

düü 
die derhalve ook door de substitutie -——=== = du tot de 

X X^x^ + a 

vergelijking (22») wordt teruggebracht — maar ook dan 



") De overgang van rechthoekige op pool-coördinaten kan somtijds ook 
tot eene scheiding der veranderlijken voeren. 
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nog zal de methode in de werkelijke toepassing der diffe- 
rentiaal-vergelijkingen zelden tot de algemeene integraal 
eener vergelijking knnnen voeren. Mocht het ook menig- 
vuldiger gebeuren, dat de methode eene eerste of ^ inte- 
graal leert kennen, zelfs dit geschiedt nog betrekkelijk 
zelden en dan nog alleen bij zeer bijzondere vergelijkin- 
gen. Als algemeene regel geldt hierbij dat de methode des 
te minder eene goede uitkomst zal opleveren, naarmate 
de orde der vergelijking stijgt. 

42. Algemeener in beginsel en ook algemeener in toe- 
passing is het doel, dat men zich bij de integratie door 
de methode van den integreerenden factor voor 
oogen stelt. Dat doel: //het terugbrengen der onvolkomen 
differentiaal-vergelijkingen tot volkomene^^ verraadt eene 
algemeenheid van opvatting, die men te vergeefs bij de 
overige methoden zoekt, zooals uit het volgende nader zal 
blijken. 

43. Zal eene diflferentiaal-vei'gelijking 

/(^^y /'.... y'*^)= O (I) 

den vorm hebben van eene volkomen differentiaal, dan is 
het, zooals wij bij de behandeling van de criteria van in- 
tegreerbaarheid reeds opmerkten, noodzakelijk, dat zij het 
onmiddellijke resultaat zij van de differentiatie der verge- 
lijking, w;aaruit zij is ontstaan. Maar zelfs wanneer aan 
deze voorwaarde wordt voldaan, zal toch de beschouwde 
vergelijking nog niet altijd den vorm hebben van eene 
totale differentiaal, wijl de differentiatie somtijds een ge- 
meenschappelijken factor in al de termen invoert, welke 
door het gelijk nul zijn van de differentiaal verdwijnt. Is 
bijv. de oorspronkelijke vergelijking 

dan geeft de differentiatie 
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waarvoor men schrijft 

en deze laatste vorm is nu geen totale differentiaal meer. 

44. Hoe echter de bovengenoemde dififerentiaal-vergelij- 
king van de n^ orde er ook moge uitzien en hoe zij ook 
ontstaan zij, steeds kan zij gebracht worden in den vorm 

y"^+/(^j^yy' y«-^o = o (vn) 

Als zij in dien vorm geschreven is, kan men gemakkelijk 
aantoonen, dat er oneindig veel factoren bestaan van zoo- 
danigen aard, dat de linkerzijde van deze vergelijking door 
vermenigvuldiging met een dezer factoren, gewoonlijk 

b. DE INTEGK BERENDE FACTOREN 

(door Euler multiplicatoren) genoemd, in een volkomen 
differentiaal overgaat (Navier, p. 84; Cournot. p. 224; 
enz.). Daar elke volkomen differentiaal-vergelijking steeds 
door de methoden van Euler en Bertrand kan geïntegreerd 
worden, komt het hierbij geheel. en al neer op het bepa- 
len van zulk een factor.' 

45. Integreerende vergelijking. De meest algemeene wijze 
waarop dit kan geschieden is de volgende. 

Zij (p zulk een factor, dan zal de beschouwde vergelij- 
king (I) na vermenigvuldiging met <p aan het Eulersche 
kenmerk ^^) moeten voldoen, zoodat <p moet voldoen aan 
de voorwaarde 



**) Hoewel wij hier om de meerdere eenvoudigheid in de voorstelling al- 
leen van het kenmerk van Euler gebruik maken, kan men zich ook goed 
en veelal met Voordeel van dat van Bertrand bedienen om de integeerende 
vergelijking te bepalen, zooals wij door een enkel voorbeeld willen aanwij- 
zen. Nemen wij daartoe de vergelijking (33) 
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d:^ = ï(cp—d,{F(p) + dl{qcp)—dl(Rjcp)+...=o, (vni) 

of na ontwikkeling aan 

rf>=<p(N— ^,P+4Q— ...)— ^4)(P— 2^,Q + 3^R— ...)+ 
+ dl(p{q—Sd,R + 6 dis— ....) — = 0; (IX) 

welke vergelijking door Mayr (Cap. III; zie § 184) met den 
naam van integreerende vergelijking werd bestem- 
peld. Elke waarde van (p, die aan deze vergelijking vol- 
doet, is nu een integreerende factor van de beschouwde 
differentiaal- vergelijking; en daar de integreerende vergelij- 
king, zoowel als de gegevene, eene differentiaal-vergelijking 
is van de «e orde, geeft zij ons n onderling onafhankelijke 
waarden van (p. Met elke dezer n waarden komt een eer- 
ste integraal van de gegeven vergelijking overeen, die 
ieder ééne willekeurige standvastige bevat, zoodat wij nu 
in staat zouden zijn om n eerste integralen te bepalen 
van de {n — 1)^ orde. De eliminatie ^^) van de {n — 1) 
differentiaal-quotiënten van y uit deze n vergelijkingen zou 
dan eene vergelijking opleveren in x, y en n willekeurige 



dan moet 

eene volkomen differentiaal zijn. "Wij vinden nu achtereenvolgens (zie § 3) : 

U2 = — (-y-{-y')y, 
^U. = -(|, + ,')y-(|-?'-^H-/)y, 

(ZU — rfUi — (ZUa =:y L'f +^ y' — a2 J —0; 

en dus voor de voorwaarde van integreerbaarheid of voor de integreerende 
vergelijking 

even als boven, en y=:0 (Zie § 103). 

2») Voor nz=2 het eerst opgemerkt door Fontaine, Traite de calc. diff. 
et int. Paris, 1770. Introduction. 
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standvastigen, die dus de algemeene integraal der be- 
schouwde vergelijking moet zijn. 
Hebben wij bijv. de vergelijking 

welke niet rechtstreeks integreerbaar is, dan geeft ons de 
toepassing van (IX) voor de integreerende vergelijking 
onmiddellijk 

0"+ — (pf — a^(pz=Q (33a) 

Voor deze laatste kunnen wij volgens § 37 schrijven: 

waaruit wij vinden 

Voor de integreerende factoren heeft men dus 

0z=z — e^ en = — e-'^i 

X X 

door nu de vergelijking achtereenvolgens met deze beide 
waarden van <p te vermenigvuldigen verkrijgt men twee 
volkomen differentiaal-vergelijkingen, die voor eerste inte- 
gralen geven 

en y iV(l — ar)«-~ = Cg; 

X X" 

en door verder hieruit y' te elimineeren vindt men voor 
de gezochte algemeene integraal 

yzzz;F(C3^- + C4é?— ). 

46. Men kan echter de voorgaande handelwijze eenigs- 
zins wijzigen door de gegeven vergelijking met eenen der 
verkregen integreerende factoren te vermenigvuldigen en 
de daardoor ontstane volkomen differentiaal- vergelijking te 
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integreeren; de eerste integraal van deze laatste vergelij- 
king met een tweeden integreerenden factor te vermenig- 
vuldigen en daarna op nieuw te integreeren, enz.; de ver- 
kregen uitkomst steeds met een anderen integreerenden 
factor vermenigvuldigende en dan integreerende, tot men 
ten laatste, na van al die factoren te hebben gebruik ge- 
maakt, de algemeene integraal der vergelijking heeft ge- 
vonden. Op deze wijze geschiedt de integratie meer, even 
als bij de vorige methode, voet voor voet: eerst de eerste 
integraal, dan de tweede, vervolgens de derde, enz. 

Thans zullen wij nagaan in hoever men een dezer we- 
gen kan volgen en welke uitkomsten dit oplevert. 

47. In het voorbeeld, dat wij boven behandelden, was de 
integreerende vergelijking eenvoudiger en gemakkelijker 
op te lossen dan de gegeven vergelijking; dit is echter 
in de toepassing zelden het geval; meestal is de integree- 
rende vergelijking ingewikkelder en moeilijker te inte- . 
greeren dan de oorspronkelijke vei^elijking, en zelfs in vele 
gevallen niet oplosbaar, zooals bij de niet-lineai re vergelij- 
kingen. 

Bij deze vergelijkingen zijn namelijk N, P, Q, R, 

niet enkel functiën van x, maar van x ^w y beide; zoodat 
alsdan de integreerende vergelijking eene betrekking aan- 
geeft tusschen $ en de beide van elkander afiiankelijk 
veranderlijken o? en y en hunne differentiaal-quotiënten; 
die integreerende vergelijking kan dus niet worden opge- 
lost, tenzij y als eene functie van x bekend zij, m. a. w. 
tenzij de beschouwde vergelijking reeds zij opgelost. Zoo 
geeft bijv. de algemeene differentiaal-vergelijking der eer- 
ste orde: 

PiZ + Qi-O, (84) 

waarin Pj en Qj functiën zijn van x en y, voor de inte- 
greerende vergelijking: 

dQi dPi 
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en deze kan in het algemeen niet worden opgelost; zij is 
alleen ikn voor oplossing vatbaar, wanneer 

p; 

geen y bevat. 

48. Veel minder nog kan er sprake zijn om de inte- 
greerende vergelijking van de algemeene vergelijking van 
de tweede of hoogere orde op te lossen, zoodat wij bij deze 
vergelijkingen den aangewezen weg niet kunnen betreden. 
Het valt echter onmiddellijk in het oog, dat, wanneer de 
oorspronkelijke differentiaal- vergelijking lineair is, N, P, 

Q, R, functiën zijn van ^ alleen, en bovendien dat 

de integreerende vergelijking, die nu enkel $ en a: en 
hunne dififerentiaal-quotienten bevat, ook lineair zal zijn; 
zoodat het vermoeden voor de hand ligt, dat men bij de 
toepassing dezer methode op die lineaire vergelijkingen beter 
zal slagen. In zoo ver is dit waar, dat men klaarblijkelijk 
hierbij niet op // onoplosbare^' vergelijkingen stuit; maar 
toch zal in verreweg de meeste voorkomende gevallen de 
integreerende vergelijking moeilijker te integreeren zijn 
dan de oorspronkelijke. Een groot voordeel biedt echter 
hierbij deze methode aan, namelijk dit, dat het niet noo- 
dig is de herleide of homogene vergelijking te nemen, maar 
dat men dadelijk tot de integratie der niet herleide ver- 
gelijking kan overgaan. Bij de lineaire vergelijkingen zijn, 
zooals wij gezien hebben, de integreerende factoren func- 
tiën van X alleen, en hierdoor ligt het middel voor de 
hand, hoe men terstond tot de integraal der niet-herleide 
vergelijking kan besluiten (Mayr, Cap. IV). - 

49. Bovendien is die integreerende vergelijking steeds 
eene herleide vergelijking. Zoo geeft de algemeene lineaire 
vergelijking van de tweede orde 

y' + Xy + Xoy + X=:0 (35) 
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voor integreerende vei^elijking : 

cp"-X,0' + (Xo-^)cp = O (36a) 

Stelt men nu hierin 

dan gaat deze vergelijking over in 

.'-x,. + .^+(x„-5i)=o, 

eene niet-lineaire vergelijking van de eerste orde, wier 
oplossing met meestal onoverkomelijke moeilijkheden ge- 
paard gaat. Is 

dan gaat zij over in 

v' — X^v-\'V^ = 0, 

welke als bijzonder geval van de bekende vergelijking van 
BernouUi gemakkelijk kan geïntegreerd worden; maar 
alsdan gaat (35a) over in 

welker integraal ook langs een meer eenvoudigen weg 
kan worden bepaald. Is echter 

dan kan de beschouwde vergelijking niet algemeen wor- 
den opgelost, zooals door Mayr (Cap. V) is aangetoond. 

50. Uit den aard der zaak is duidelijk, dat men in de 
integratie van de algemeene lineaire vergelijking van hoo- 
ger orde nog veel minder zal slagen. De eenige algemeene 
lineaire vergelijking, waarvan de integratie practisch uit- 
voerbaar is, is die van de eerste orde 

/ + Xoy + X = 0; (36) 
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en voor hare integreerende vergelijking vindt men on- 
middellijk 

en dus voor den integreerenden factor 

51. Door deze beschouwing wordt ons dus de hoop ont- 
nomen om ooit tot de .oplossing van de algemeene lineaire 
vergelijkingen te geraken, en in zoover heeft zij practisch 
nut; maar de zaak krijgt een geheel ander aanzien, wan- 
neer wij tot bijzondere lineaire vergelijkingen overgaan. 
Immers bestaat er'tusschen de lineaire vergelijking en 
hare integreerende vergelijking zulk eene innige en vol- 
komen bepaalde afhankelijkheid, dat de mogelijkheid van 
de integratie van eene dezer beide bijeenbehoorende ver- 
gelijkingen die van de andere medebrengt. Nu is de inte- 
greerende vergelijking wel van dezelfde orde als de g^e- 
vene, maar zij is toch ook lineair; zoodat het kan voorko- 
men, dat niet de gegevene maar wel de integreerende 
vei^elijking dadelijk geïntegreerd kan worden, en juist in 
dit geval is de vermelde afhankelijkheid van het meeste 
gewicht. 

Om een enkel voorbeeld hiervan te geven nemen wij 
de zoogenoemde Spitzersche vergelijking (Mayr, S. 2-3): 

K + ^2 ^)f + K + il ^)y' + K + *o ^)y = o • • (^7) 

welke door de meest eenvoudige hulpmiddelen kan geïn- 
tegreerd worden (§ 90), wanneer de beide vergelijkingen 



dfg A^ + d^l A + Ó^O = O, 



en è,A3 + J,A + 5o = 0, j^^^''^ 

minstens één wortel gemeen hebben. 

Nu kan het gebeuren, dat deze vergelijkingen niet voor 
de coëfficiënten der oorspronkelijke vergelijking, maar wel 
voor die van hare integreerende vergelijking aan die voor- 
waarde voldoen. Voor deze laatste vindt men terstond: 
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en voor deze gaan bovengenoemde vergelijkingen over *n 

«2 ^' + (2^2 — «l) ^ + K — *i) = O . 



|(37c) 



en ig a' — ij A + Jq = ü 

Hebben deze laatste vergelijkingen ten minste één ge- 
meenschappelijken wortel, dan zal de vergelijking (37) ook 
gemakkelijk kunnen worden geïntegreerd, zoodat dit eene 
tweede voorwaarde is voor de mogelijkheid eener meer 
eenvoudige integratie der gegeven vergelijking ^^), 

Laat bijv. gegeven zijn de vergelijking 

(2+^)y' + (4 + 5;r)y + (l+6.0^ = X, . . (88) 

welker coëfficiënten niet aan de eerstgestelde voorwaarde 
voldoen, dan heeft deze tot integreerende vergelijking 

{2 + a')(p"—{2-\-b.r)(p' — {4i — 6x)(p = 0; . . (38a) 

en nu hebben 

2a2 — 2a — 4 = 
en ^2 — 5a + 6 = O 

den gemeenschappelijken wortel A = 2, zoodat 

èen bijzondere integraal is van de vergelijking (38») en 
dus ook een integreerende factor van de gegeven verge- 
lijking (38). Na vermenigvuldiging met dien factor en in- 
tegratie vindt men hieruit voor de eerste integraal dier 
vergelijking : 

zijnde naar behooren eene lineaire vergelijking der eer- 
ste orde. 



2*) De toepassing van het kenmerk van Euler op de vergelijkingen (37) en 
(371') leeit dat zij volkomen differentiaal-vergelijkingen zijn, wanneer öo^^i 
en &o= O of öo n: &o = O is. 
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Houdt men nu in het oog, dat de oplossing der Spit- 
zersche vergelijking in het algemeen met zeer groote be- 
zwaren verbonden is en alleen door gebruik te maken 
van bepaalde integralen gelukt, dan zal men lichtelijk 
inzien, dat de boven aangewezen toepassing van de me- 
thode van den integreerenden factor op die soort van ver- 
gelijkingen van het hoogste belang moet zijn, daar hierdoor 
het aantal vergelijkingen, wier integratie langs een veel 
eenvoudigeren weg kan verkregen worden, bijna verdub- 
beld wordt. Bovendien is het een groot voordeel, dat het 
hierbij, zooals ook uit het bovenstaande voorbeeld blijkt, 
geheel onverschillig is of de vergelijking in den herleiden 
of in den niet-herleiden vorm voorkomt. 

52. Behalve deze nieuwe, voor de theorie en de oplos- 
sing der lineaire diflferentiaal-vergelijkingen belangrijke 
uitkomsten heeft het inslaan van den aangewezen weg 
ook andere niet minder gewichtige opgeleverd, die bij de 
beschouwing der methode niet op den achtergrond mogen 
worden geschoven. 

Terwijl men namelijk met bijna alle overige hoofdme- 
thoden niet bij machte is om de algemeene integraal eener 
lineaire differentiaal-vergelijking te bepalen, zoodra twee 
of meer harer bijzondere integralen zich in eene enkele 
schijnen op te lossen; en men om in die gevallen toch die 
algemeene integraal te kennen meestal tot, streng be- 
schouwd, onhoudbare theoriën zijne toevlucht moet nemen; 
geeft de methode van den integreerenden factor niet al- 
leen pnder alle omstandigheden onmiddellijk de algemeene 
integraal, maar toont zij ons tevens streng wetenschappe- 
lijk aan, dat de uitkomsten dier wankelbare theoriën voor 
die bijzondere gevallen juist zijn, en dat wel onverschillig 
of de integreerende vei^elijking zelve al ^^) of niet in zulk 
een bijzonder geval verkeert. 



»3) Dit is bij vergelijkingen, wier coëfficiënten den vorm Ait of A* (a-^hx)^ 
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Zooals wij reeds opmerkten is het voor de toepassing 
der behandelde methode ook geheel en al onverschillig of 
men te doen heeft met herleide of met niet-herleide ver- 
lijkingen; ook bij deze laatste heeft zij de uitkomsten van 
andere, minder wetenschappelijke, methoden als juist doen 
kennen, zoodat wij te harer gunste deze dubbele gevolg- 
trekking mogen maken: 

1°. behoeft zij bij hare toepassing nimmer eenige aan- 
vullings-methode; en 

20. het gebruik dezer aanvullings-methoden is eerst nu 
geoorloofd, nu door de methode van den integreerenden 
factor hare uitkomsten als juist zijn erkend. 

53. In dubbel opzicht staat dus de methode van den 
integreerenden factor boven andere hoofd-methoden, door- 
dien zij eene volledige, afgewerkte is, die de hulp van 
andere methoden kan ontberen, en doordat zij theoretische 
uitkomsten oplevert, die voor de wetenschap van het hoog- 
ste belang zijn. 

Vergelijkt men de overige hoofd-methoden met hulpbe- 
hoevenden, die den steun van anderen noodig hebben als 
onmisbaar, vereischte voor hun bestaan, dan moet men de 
methode van den integreerenden factor beschouwen als 
den rijke, den hulpverleenende, die van zijn overvloed 
aan anderen iets mededeelt om ook dezen het leven mo- 
gelijk te maken. Maar is ook de hulpbehoevende som- 
tijds rijk in zijn armoede, deze methode is in zeker 
opzicht arm bij al haren rijkdom. Oppervlakkig be- 
schouwd schijnt zij een afgerond geheel uit te maken, 
waaraan niets ontbreekt; maar, op de keper gezien, vindt 
men een vlekje, dat de wetenschap tot hiertoe niet geheel 
heeft kunnen wegnemen en dat de hooge waarde der me- 



hebben, steeds het geval. Voorbeelden van oplossing vindt men in Mayr, Cap. IV. 
De beschouwingen in deze en de volgende paragrafen gelden niet voor 
de methode van de scheiding der veranderlijken (zie § 46). 
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thode zeer vermindert. Door de integreerende vergelijking 
kan de lineaire vergelijking worden geïntegreerd, maar 
daarvoor is de integratie dier integreerende vergelijking 
volstrekt noodzakelijk, en hiertoe is de methode van den 
integreerenden factor zelden bij machte. Zoekt men weder 
hare integreerende vergelijking, dan komt men op de oor- 
spronkelijke vergelijking terug, zoodat deze handelwijze 
hier niets kan baten. Die integratie kan niet anders ver- 
kregen worden dan door de hoofd-methoden, die wij boven 
als arm en hulpbehoevend kenmerkten. 

54. In een paar bijzondere gevallen helpt echter de 
methode zich zelf. 

Heeft de lineaire vergelijking slechts standvastige coëffi- 
ciënten, dan hebben hare bijzondere integralen den vorm 
(de Jong, Hoofdst. II. § 4) 

zijn die coëfficiënten afdalende machten van hetzelfde 
binomium a -\- bx, dan is de vorm dier bijzondere inte- 
gralen 2*) 

y nz (ö5 -f- bxY . 

Dit zijn uitkomsten door de methode zelve afgeleid. Deze 
beide meest voorkomende klassen van lineaire vergelijkin- 
gen worden dus onder alle omstandigheden door deze 
methode volledig en streng wetenschappelijk geïntegreerd. 
Al de bezwaren, die de toepassing van andere metho- 
den in den weg staan, worden daarbij ongedwongen uit 
den weg geruimd, geene enkele methode wordt te hulp 
geroepen, de vorm der bijzondere integraal wordt streng 
wetenschappelijk bepaald, op bij-omstandigheden, zooals 
het herleid of niet-herleid zijn der vergelijking wordt geen 
acht geslagen, de geheele integratie vormt een afgerond 
geheel, m. a. w. de analyse laat niets te wenschen over: 



^*) Bierens de Haan, Versl. en Mededeel, der Kon. Acad. v. Wetensch. 
Afd. Natuurk. 2e Reeks. Deel IV. 1872. 
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zij geldt volkomen algemeen en is zuiver wetenschappelijk. 

Schooner, zuiverder, vollediger en algemeener analyse 
dan deze door de methode van den integreerenden factor 
treft men nergens in de leer van de integi-atie der diffe- 
rentiaal-vergelijkingen aan. Die analyse moge voor den 
practicus geene hooge waarde hebben, wijl genoemde ver- 
gelijkingen reeds sedert lang door andere empirische me- 
thoden volledig waren geïntegreerd (§ 85 en 86), — voor 
den theoreticus is zij de eerste groote en vaste schrede 
in het uitgebreid gebied, waarvan hij ook voor de toekomst 
de beste verwachtingen koestert "^). 

55. Voor de overige algemeene lineaire vergelijkingen 
met veiunderlijke coëfficiënten zijn niet zulke volledige 
analysen bekend, zoodat men bijna elke bijzondere verge- 
lijking afzonderlijk moet integreeren. De toepassing van 
de methode van den integreerenden factor voert daarbij 
steeds tot eene analoge integreerende vergelijking, voor 



2') In een enkel geval kan men zich hierbij den arbeid zeer verlichten: 
kan namelijk de équation caractéristique (de éq. auxiliaire van Cauchy) der 
lineaire vergelijking met standvastige coëfficiënten (waartoe de andereklasse 
kan worden teruggebracht) en dus ook die harer integreerende vergelijking 
im m factoren worden ontbonden, dan kan de integratie dier lineaire ver- 
gelijking worden teruggebracht tot die van m lineaire vergelijkingen van la- 
gere orde. Heeft men bijv. de vergelijking 

yv _ 4yiv -f V" — 3y' H- 4y + y = X, 
dan is hare integreerende vergelijking 

qpv -I- 4viv -I- 5<p'" -f ^q," H- 4<p' — 9 = O ; 
en voor de équation caractéristique dezer laatste 

ft» + 4/x4 -f 5p3 + 3p5 4- 4pi__i — 0; 
kan men schrijven: 

(ft + 4)(pi2 + i)(^2 + 3p_4)-0; 
en nu kan de integratie der gegeven vergelijking worden teruggebracht 
tot die van de vergelijkingen: 

— ö' + 0i=X, 

f' + rJ/rzÖ, 

wat somtijds tot eene meer eenvoudige oplossing voert dan de rechtstreek- 
sche toepassing der methode. 
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welker oplossing de hulp van andere methoden moet 
worden ingeroepen. Het is echter meestal eenvoudiger die 
andere methoden onmiddellijk op de gegeven vergelijking 
toe te passen, waarbij de methode van den integreerenden 
factor kan dienen om de bezwaren te helpen overwinnen, 
die deze toepassing verhinderen (§ 103); of ook om in 
bijzondere gevallen de integratie gemakkelijk te maken 
(§ 51). De omstandigheid, dat de algemeene lineaire ver- 
gelijking der eerste orde door de methode van den inte- 
greerenden factor algemeen kan worden geïntegreerd, is 
oorzaak, dat deze steeds tot de algemeene integraal eener 
lineaire vergelijking kan voeren,- wanneer n — ] harer 
bijzondere integralen bekend zijn. 

56. Uit het voorgaande blijkt, dat de methode van den 
integreerenden factor ijaeer en belangrijker resultaten heeft 
opgeleverd dan alle overige integratie-methoden te zamen. 
Wel is waar strekken zich de verkregen uitkomsten al- 
leen uit over de lineaire differentiaal-vergelijkingen, maar 
deze maken het hoofddeel van de differentiaal-vergelijkin- 
gen in het algemeen uit, zoodat de theorie derzelve als 
de grondslag moet worden beschouwd, waarop die der al- 
gemeene differentiaal-vergelijkingen berust. De uitkomsten 
bij de lineaire vergelijkingen verkregen, moeten dan ook 
de maat aangeven, naar welke de integratie-methoden 
moeten vergeleken worden, en klaarblijkelgk zal alsdan 
elke vergelijking ter gunste van de methode van den in- 
tegreerenden factor uitvallen. 

57. In beginsel omvat zij alle lineaire differentiaal-ver- 
gelijkingen, wijl men^ bij het doel, dat men bij hare toe- 
passing beoogt, acht heeft te slaan, nóch op den vorm, 
nóch op den aard der vergelijking, die men wil oplossen. 
Aan de toepassing der overige methoden onttrekken zich 
steeds tal van vergelijkingen, óf door dat zij zich niet laten 
gieten in den vorm, die voor de aanwending der methode 
noodzakelijk is (§ 31), óf doordien de bijzondere integralen 
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niet kunnen worden uitgedrukt in den vorm, dien men 
vooraf heeft vastgesteld, M eindelijk doordat de vergelij- 
king zich niet tot eene eenvoudiger en gemakkelijker te 
integreeren vergelijking laat terugbrengen: de toepassing 
van de methode van den integreerenden factor is in be- 
ginsel volstrekt algemeen, zoodat alleen technische bezwa- 
ren haar kunnen verhinderen. 

Geene enkele methode is dan ook op zulke vaste grond- 
slagen opgebouwd als deze: het bestaan der intregeerende 
vergelijking brengt het bestaan der n integreerende fac- 
toren mede, en deze leveren niet alleen de eerste, maar 
ook de algemeene integraal der beschouwde lineaire ver- 
gelijking. Wel is waar moet men, om die u integreerende 
factoren te bepalen, wederom eene differentiaal-vergelijking 
van de n^ orde oplossen, die meestal moeilijker te behan- 
delen is dan de oorspronkelijke, zoodat de moeilijkheid 
daardoor niet slechts verschoven, maar zelfs vermeerderd 
is; doch die integreerende vergelijking is toch ook in vele 
gevallen gemakkelijker op te lossen dan de gegevene en 
leidt behalve tot de zuiver wetenschappelijke integratie 
van twee voorname klassen van vergelijkingen, tot uit- 
komsten, welke die van andere methoden bevestigen en 
tot eigenschappen, die voor de theorie der lineaire verge- 
lijkingen van het hoogste belang zijn. 

58. Bovendien kunnen wij door de betrekkingen, die 
tusschen de bijzondere integralen der oorspronkelijke diffe- 
rentiaal-vergelijking en de overeenkomstige integralen ha- 
rer integreerende vergelijking bestaan, tot het wezen der 
differentiaal- vergelijking besluiten. Zoo drukt 

yi^ (pi^ z=z standvastige 
het karakter uit van de lineaire vergelijkingen met stand- 
vastige coëflicienten (Mayr, s. 37) en 

[a -\- hir) yic (pt = standvastige 
dat van de lineaire vergelijkingen met coëflicienten van den 
vorm Ak {a + b^)^ (Zie Noot 24). Dergelijke betrekkingen 
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dragen niet alleen bij tot de volledige kennis der differen- 
tiaal-vergelijkingen; zij stellen ons tevens in staat uit ééne 
bijzondere integraal en n integreerende factoren de overige 
n — 1 bijzondere integralen te bepalen. Hier komt het 
voornamelijk uit, hoe nauw de integreerende factoren aan 
de bijzondere integi'alen verwant zijn; zij vervangen als 
het ware deze laatste, vullen ze aan, compenseeren ze : ^ 
integreerende factoren en n — k bijzondere integralen be- 
palen volkomen de algemeene integraal. 

59. Eindelijk levert ons de integreerende vergelijking 
het middel om te bewijzen, dat de algemeene lineaire 
vergelijking der tweede en hoogere orde niet algemeen 
kan worden geïntegreerd; en hierdoor bakent zij als het 
ware der wetenschap haar gebied af en wijst haar het doel 
aan, dat zij moet trachten te bereiken: //de opsporing der 
bijzondere integralen eener in toepassing werkelijk gege- 
vene differentiaal-vei^elijking"; en voor de beide bovenge- 
noemde klassen van lineaire vergelijkingen heeft zij ons 
in staat gesteld dat doel langs volkomen streng weten- 
schappelijken weg te bereiken. Met de toepassing van de 
methoden, die zich uitsluitend tot de opsporing van zulke 
bijzondere integralen leenen, en hiertoe behooren de meeste 
integratie-methoden, jaagt men dus een doel na, dat, aan- 
gewezen door de methode van den integreerenden factor, 
in algemeenheid van opvatting niet vergeleken kan wor- 
den met het doel, dat men zich bij de toepassing dezer 
laatste methode voorstelt. Ook in dit opzicht staan dus die 
methoden ver bij deze achter. 

60. Andere wegen van onderzoek. Vóór dat Mayr in 
1868 zijne schoone onderzoekingen over de integreerende 
vergelijking had bekend gemaakt, trachtte men langs ge- 
heel andere wegen tot de kennis van den integreerenden 
factor eener gegeven differentiaal-vergelijking te geraken. 
De eerste, die deze wegen insloeg, was Euler, wiens //In- 
stitutiones calculi integralis^^ met betrekking tot den rijk- 
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dom van de daarin voorhanden bouwstof, ook in dit op- 
zicht, steeds een onovertroffen werk zullen blijven; zoodat 
het ons niet kan bevreemden, dat de theorie van den in- 
tegreerenden factor voor de diflferentiaal-vergelijkingen van 
de tweede en hoogere orde na hem op denzelfden trap van 
ontwikkeling bleef staan, totdat een nieuwe weg was in- 
geslagen, welke door den grooten man wel was gebaand, 
maar nog niet was betreden. Tot zoolang waren dan ook 
bovengenoemde wegen van groot belang voor de weten- 
schap, maar sedert is dit ten sterkste verminderd : met de 
beschouwing dier wegen zullen wij dan ook zeer kort zijn. 
61. Betrekkingen tusschen de coëfficiënten, enz. In de 
eerste plaats stelt Euler zich de vraag: welke betrekkin- 
gen moeten er tusschen de coëfficiënten eener lineaire 
vergelijking, bijv. 

f + X^" + X,/ + X^ + X = Q (39) 

bestaan, opdat zij een bepaalden integreerenden factor heeft; 
deze zij hier 

waarin p een standvastig getal voorstelt. Door het vroeger 
beschouwde kenmerk komt hij alsdan tot de betrekking 

waaraan bij eene bepaalde waarde van p bijna nooit zal 
worden voldaan. 

Van meer gewicht is dan ook het omgekeerde vraag- 
stuk: de waarde van p te bepalen, die ^^^ tot een inte- 
greerenden factor maakt van de beschouwde vergelijking. 
Wordt hierbij ondersteld, dat p onafhankelijk is van a; 
dan komt men natuurlijk tot dezelfde betrekking als bo- 
ven, die echter nu voor bekende waarden van Xg, X^ en 
Xq de waarden van p moet opleveren. Die betrekking is 
steeds van denzelfden graad als de orde der lineaire ver- 
gelijking, maar slechts in enkele gevallen (bijv. wanneer 
Xg, Xi en Xq niet van x afhangen) zal zij bij eene ver- 
gelijking der n^ orde ook n integreerende factoren opleve- 



Digiti 



zedby Google 



65 § 61. 

ren. Die factoren zijn steeds te gebruiken, dat is: com- 
plexe waarden van p kan men ook bezigen, hoewel zij 
tot zeer omslachtige en lastige bewerkingen aanleiding 
kunnen geven. Zien we de groote moeilijkheden aan de 
bepaling van p verbonden over het hoofd, dan blijft hier 
het hoofdbezwaar, datjo niet van .r mag afhangen, wat bij 
nidi-lineaire vergelijkingen bijna steeds, bij lineaire veelal 
het geval wèl zal zijn, door dat alleen in sommige geval- 
len de vergelijking integreerende factoren van den gege- 
ven vorm kan bezitten. 
Voor de lineaire vergelijking der 2e orde 

/ + Xiy + Xoi^ + X = (35) 

krijgt men de betrekking 

p'-i^Xi-f (Xo-^.X,) = 0, 

welke voor de Spitzersche vergelijking overgaat in 

wier coëfficiënten overeenkomen met die van vergelijking 
(37^). Hoewel het uit den aard der zaak volgt, is het 
toch merkwaardig, dat de verkregen vei^elijking geene, 
ééne of twee van x onafhankelijke waarden voor p zal 
opleveren, naargelang" de vergelijkingen (37*^) geen, één 
of twee wortels gemeen hebben. Met de gevolgtrekking, 
die wij dtór maakten, hadden wij dus ook de beschouwing 
van dezen weg kunnen besluiten. 

Zoo geeft de eenvoudige, door de Spitzersche methode 
lastig te behandelen vergelijking 

/ + (l-;r)y-(l+.r)j.=.0 (40) 

voor de bepaling van p de vergelijking 

p2 + (;r— 1)^ — ^=0; (40a) 

en dus 

pzzil en j5= — X', 

welke laatste waarde blijkbaar onbruikbaar is, daar de 
betrekking (40*) is opgemaakt in de onderstelling dat p 
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standvastig is. Wij vinden dus hier slechts één integree- 
renden factor 

01 = ^> 
waarmede de eerste integraal 

;//' — j'// = G^e- ' 
overeenkomt. 

62. Verder tracht Ealer betrekkingen op te sporen, die 
tusschen de coëfficiënten eener lineaire differentiaal-verge- 
lijking moeten bestaan om de bepaling van de integree- 
rende factoren mogelijk te maken. Zoo wordt de vergelij- 
king der tweede orde 

/ + Xi/ + Xo^ + X = ..(85) 

gemakkelijk integreerbaar, wanneer men X^ en Xq ver- 
bindt door de voorwaarde 

Xq — dxX^=zO; 
daardoor toch gaat de bovengevonden betrekking over in 

p{p-X,) = 0, 
eene vergelijking waaraan door 

p = 
wordt voldaan, ten blijke dat de gegeven vergelijking eene 
volkomen differentiaal is geworden. 

Het opsporen van zulke betrekkingen mist thans bijna 
alle practische en theoretische waarde; zelden toch zal 
tusschen de coëfficiënten eener vergelijking zulk eene be- 
trekking bestaan, en heeft dit bij toeval plaats, dan zal 
men voor hare integratie toch meestal den directen weg 
boven dezen indirecten verkiezen. Alleen kan het dienen 
voor de constructie van differentiaal-vergelijkingen, die 
bepaalde integi*eerende factoren hebben; i^ts waarmede 
Euler zich te recht zeer veel bezighield, doch dat voor 
ons zoo weinig waarde heeft, dat wij er verder over kun- 
nen zwijgen. 
63. Aannemen van den integreerenden factor en der 
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eerste integraal. Een enkele weg, door Euler ingeslagen, 
wordt ook thans somtijds nog betreden: men kan name- 
lijk den vorm van den integreerenden factor en dien van 
de overeenkomstige eerste integraal der beschouwde ver- 
gelijking aannemen en door diflferentieeren en elimineeren 
betrekkingen afleiden tusschen de coëfficiënten van den 
integreerenden factor en die van de aangenomen integraal. 
Zoo stelt Euler o. a. dat de vergelijking 

tot integreerenden factor heeft den vorm 

en hiermede vermenigvuldigd voor eerste integraal geeft 

x,y« + 2X3yy + u = c„ 

waarin ü eene functie van x en ^ voorstelt. 

Na eenige geoorloofde onderstellingen komt hij hierdoor 
tot den integreerenden factor 

Cp = 2{c + 2dv + ex^)y^ — 2 {d-^ex)!/, 

waarmede als eerste integraal overeenkomt 



{c-\-%dx-^ex^)y''^—%{d-^ex)yy'-\- 



ay 



SL 



^J^c-^%dx'\-ex' ' 

Deze vergelijking is een bijzonder geval van de volgende 

Xy^ - d,lLyy' + ^^^ + ^/ = O, 
welke door de substitutie 

overgaat in: 

die voor het geval, dat wij beschouwen, onmiddellijk kan 
geschreven worden in den vorm 
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waarin de veranderlijken gescheiden voorkomen. 

64. Het spreekt van zelf, dat aan dezen laatsten weg 
zooveel practisclie bezwaren verbonden zijn, dat hij in de 
meeste gevallen tot geene uitkomst zal leiden; zoodat het 
aantal vergelijkingen, die op deze wijze kunnen worden 
opgelost, noodwendig zeer beperkt moet zijn. Niettemin 
is het de eenige weg, welke nog met eenige vrucht bij 
de niet-lineaire vergelijkingen werd toegepast. Terwijl dan 
ook de overige beschouwde wegen door de ontwikkeling 
van de integreerende vergelijking zeer in practische waarde 
zijn verminderd en zelfs ten deele het recht van bestaan 
hebben verloren, blijft de laatst behandelde naast dien der 
integreerende vergelijking bestaan als twee wegen, die bij 
geheel verschillende vergelijkingen met vrucht kunnen 
worden ingeslagen ^^). 

C. HET VASTSTELLEN VAN DEN VORM DER BIJZONDERE INTEGRAAL. 

a. De reeksen-vorm. 

65. Bij de beschouwing van de voorgaande methode 
hebben wij gezien, dat de opsporing van de bijzondere 
integralen eener in de toepassing werkelijk gegevene dif- 
ferentiaal-vergelijking het hoofddoel behoort te zijn, dat 
men bij de integratie der differentiaal- vergelijkingen moet 



'8) De integreerende factor q> van eene vergelijking der n^ orde, die wij 
in den vorm 

PiyC«) + Qir=0 
voorstellen, zou nog a priori kunnen afgeleid worden uit de gedeeltelijke 
differentiaal-vergelijk ing 

maar de integratie dezer vergelijking onderstelt in bijna alle gevallen de 
voorafgaande oplossing der beschouwde vergelijking, zoodat wij dezen weg 
buiten beschouwing kunnen laten. 
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voor oogen houden. Hoewel dit doel den wiskundigen eerst 
voor weinige jaren zuiver wetenschappelijk werd aange- 
wezen, hebben toch de grootste wiskundigen van vroeger 
tijd reeds ingezien, dat in verreweg de meeste gevallen 
de aigemeene integraal eener gegeven differentiaal-verge- 
lijking slechts kan bepaald worden door hare bijzondere 
integralen op te sporen en uit deze die aigemeene inte- 
graal samen te stellen. Van daar dan ook, dat de meeste 
der bekende integratie-methoden uitsluitend de bepaling 
dier bijzondere integralen beoogen. 

Bij de toepassing dier methoden stelt men in het al- 
gemeen den vorm der bijzondere integraal vast als eene 
functie van x en van één of meer nog onbepaalde 
standvastige grootheden en tracht dan te bepalen vöor 
welke waarde dezer grootheden die functie als eene bij- 
zondere integraal aan de gegeven differentiaal-vergelijking 
voldoet. Dikwijls gelukt het daarbij voor de genoemde 
standvastige grootheden verschillende stelsels van waarden 
te vinden, voor welke zulks het geval is; en in dat geval 
heeft men klaarblijkelijk meer bijzondere integralen der 
differentiaal- vergelijking gevonden . 

66. Het ligt voor de hand, dat men hierin des te 
meer en te beter zal slagen, naarmate de aangenomen 
vorm der bijzondere- integraal meer algemeen is, en zich 
dus meer functiën in dien vorm laten voorstellen. Men 
mocht dus de gunstigste uitkomsten verwachten, wanneer 
men een^ vorm kon kiezen, waarin zich alle functiën 
laten gieten, en mocht alsdan de hoop koesteren tot ver- 
schillende onafhankelijke bijzondere integralen te geraken, 
die alle aan de gegeven differentiaal- vergelijking voldeden. 
Vroeger meende men zulk een algemeenen vorm in den 
reeksen- vorm te hebben gevonden en, voordat de theorie 
van de convergentie en divergentie der reeksen zich ge- 
noegzaam had ontwikkeld, stelde men zich voor door het 
vaststellen van de integraal in dien vorm tot de alge- 
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meene integraal der differentiaal-vergelijking te moeten 
geraken. In hoeverre men hierin dwaalde zal uit het vol- 
gende blijken. 

Ql. et. Het theorema van Taylor. Het volledig integree- 
ren eener differentiaal-vergelijking door middel van reek- 
sen komt eenvoudig neer op de oplossing van het vraag- 
stuk : // onderstellende, dat de meest-algemeene waarde van 
y, die aan de differentiaal-vergelijking voldoet, de eigen- 
schap heeft, dat zij kan worden uitgedrukt door middel 
eener convei^eerende reeks, welke voor eene zekere waarde 
van X, xi^a-o overgaat in y^zny^y en alsdan voor ƒ,ƒ', . . 

. . /""-^> de waarden j(o^yo"> J/q^^^^ oplevert, die reeks 

te vinden.^^ 

Die oplossing steunt, voor het geval, dat de reeks slechts 
positieve machten van x bevat, op de beide volgende eigen- 
schappen: - 

1". bestaat de convergeerende reeks, die de waarde van 
y aangeeft, werkelijk, dan moet zij dezelfde zijn, die ons 
het theorema van Taylor zou opleveren (Moigno, p. 686; 
Bierens de Haan, 1. c. §§ 140 en 141) en 

2^. door uit dè differentiaal- vergelijking door differentia- 
tie de waarden van y'*-l-^),y»+^^, . . . . af te leiden en 
daarin, alsmede in de waarde van ^"^ uit de gegeven diffe- 
rentiaal-vergelijking, x=ix^ te stellen, vindt men de daar- 
mede overeenkomende waarden 5^o^"^yo^'* + ^^^o^" + % 

zoodat het straks genoemde theorema voor de gezochte 
integraal zal geven: 

+i^(^-^o)* (X) 

Want vooreerst is volgens de onderstelling de reeks in 
het tweede lid convei^ent; zij voldoet blijkbaar aan de 
gegeven differentiaal- vergelijking ; en zij bevat naar be- 
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hooren.» willekeurige standvastigen ^Q,yQ,yQ, . . . .J^o^**"^^- 

Daar yo^^o^'''^^^ ^^^ d^^e afhangen, ontstaan er 

dus n reeksen, die, naar de genoemde standvastigen ge- 
rangschikt, eene bijzondere int^raal der gegeven diffe- 
rentiaal- vei^elijking opleveren; zoodat niet alleen de alge- 
meene integraal als. de som van n bijzondere integralen 
gevonden wordt, maar tevens het bewijs is geleverd, dat 
de algemeene integraal niet in eene enkele reeks kan 
worden ontwikkeld. Alleen in geval één of meer bijv. m 

standvastigen yo^yo^^o'^ ^0^"""^^ gelijk nul worden, 

vindt men op deze wijze in plaats van n slechts n — m 
reeksen, zoodat nu niet de algemeene integraal, maar 
slechts n — m bijzondere integralen worden bepaald. Wordt 
één of meer dier standvastigen of ook der daaruit afge- 
leide ^o^*'\yo"'^^\ oneindig groot, dan zal (X) ook 

niet meer de algemeene integraal kunnen voorstellen; en 
zulks zal evenmin het geval kunnen zijn, wanneer voor 
eene aangenomen waarde van x^ onder de bovengenoemde 
n reeksen divei^eerende voorkomen. 

Zal dus (X) inderdaad de algemeene integraal eener gege- 
ven differentiaal- vergelijking zijn, dan moet men aan otq eene 
zoodanige waarde geven, dat geene der willekeurige stand- 
vastigen nul of oneindig wordt, en dat tevens de n reek- 
sen, die men verkrijgt alle te gelijk bestaan en dus alle 
voor die waarde convergeeren. Dit is echter zelden het 
hel geval en wel des te minder, naarmate n grooter en 
dus de orde der differentiaal-vergelijking hooger is. Ge- 
woonlijk zal slechts eene enkele dier reeksen voor die 
waarde convergeeren, zoodat dan de overige als onbruik- 
baar moeten verworpen worden; en dus het theorema 
van Taylor niet bij machte is de algemeene integraal op 
te leveren. 

68. /3. Het theorema van Maclaurin. De bovenvermelde 
reeks van Taylor is gerangschikt naar de opklimmende 
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machten van x — x^\ in vele gevallen is het echter ver- 
kieslijk haar onmiddellijk gerangschikt te hebben volgens 
de opklimmende machten van x, en maakt men daarom 
gebruik van het theorema van Maclaurin^ of wat op het- 
zelfde neerkomt, stelt men ^r^ = O, waardoor men verkrijgt 

y=^o + 4^+-f^2-' + -.--+=^^+.-., (XI) 

in welke reeks ^^9 yjy !/J\ de waarden voorstellen, 

die y, y\ t/', verkrijgen voor a? = 0. 

Dat dit laatste niet zoo algemeen kan worden toegepast 
als het voorgaande, blijkt reeds daaruit, dat men hierbij 
niet meer vrij is in de keuze der waarde van x^, voor 
welke de gevonden n reeksen moeten convergeeren. Valt 
dan ook O niet binnen de grenzen der convergentie, dan 
zal de verkregen uitkomst óf onvolledig óf onbruikbaar 
zijn, zooals uit de vorige beschouwing^ die overigens hier 
geheel van toepassing is, volgt. 

69. y. Het theorema van Bernoulli. Deze opmerkingen 
gelden ook voor eene tweede wijziging van het theorema 
van Taylor, die bekend is onder den naam van het theo- 
rema van Bernoulli ^^). Schrijft men dit in den vorm 

v' v" ?/*> 

yo=y-x^+r2^''- +(-1)*-^ ..*-.. (XII) 

en past men het achtereenvolgens toe op y^fyi/', . . . Jan 
verkrijgt men 

^/) = ƒ*) — ^ X-\- ^-^^^ ^3 



1.2 



• ^ f l* + '/l 



voor ife = 1, z=r 2, 1= 3, 



'O Nova acta Eruditorum, Lips. 1G94; Navier, s. 77; Bierens de Haan 
1. c. § 77. 
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Is nu de diflFerentiaal- vergelijking van de «^ orde, dan 
geeft zij ^("^ en düs ook alle volgende differentiaal-quo- 
tiënten, uitgedrukt in x, y, ƒ, y»-i?. Substitueert 

men vervolgens die waarden in de vergelijkingen, welke 
men verkrijgt voor i= O tot en met k=:n — 1, zoo vindt 
men n differentiaal-vergelijkingen der {n — l)e orde, welke 
ieder ééne der grootheden y^, t/^, y^\ ^o^" "" ^^ als wil- 
lekeurige standvastige zal bevatten. De eliminatie van y\ 
/, .. . . /'*"~^^ uit deze vergelijkingen levert ons dan de 
algemeene integraal. Klaarblijkelijk kan men hierbij de 
substitutie door de eliminatie laten voorafgaan; doet men 
zulks bij eene vergelijking der tweede orde, dan vindt men 
jr- Ij? '6x^ 

_,_:,azziK,., 

waarin slechts de waarden van y, 3^'", y^"', voor ^ =1 O 

behoeven gesubstitueerd te worden. 

70. Zooals wij boven opmerkten, moet de waarde van 
1/^'^ voor x^=zx^ of=:0 uit de differentiaal-vergelijking zelve 
bepaald worden; en nu zal het steeds gebeuren, dat reeds 
dit differentiaal-quotiënt voor i/; = eene oneindige waarde 
verkrijgt, wanneer de coëfiicient van y*'^ als factor eene 
hoogere macht van x bevat, dan de coëf&cient van y of 
van eenig differentiaal-quotiënt. In dit geval kunnen de 
theorema's van Maclaurin en Bernoulli niet tot de alge- 
meene integraal der vergelijking voeren. De anderstelling 
^=3 is namelijk alsdan alleen geoorloofd, wanneer y of 
het bovengenoemde differentiaal-quotiënt ook O zijn en dus 
voor a? = verdwijnen. Dit laatste geval uitgezonderd, kan 
men zelfs door die theorema's niet tot een integraal ge- 
raken; daartoe moet men dan van dat van Taylor gebruik 
maken en voor x eene zoodanige waarde x^ aannemen, 
dat geene der differentiaal -quotiënten oneindig worde. Heeft 
dit ook niet plaats voor de vermelde uitzondering y^^=^^ 
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§ 70. 74 

of y^(*> = 0, dan kunnen de beide genoemde theorema^s 
tot eene bijzondere integraal leiden, welke met deze nul- 
waarden overeenstemt (Mayr, § 59). 
Heeft men bijv. de vei^elijking 

;r/" + A,/ + Aj:r/ + A,^z=0, (42) 

en stelt men hierin ;r = O, dan moet noodwendig ook 
^ !=.ƒ'=: O zijn, zoodat men op deze wijze slechts ééne 
bijzondere integraal der vergelijking zal kunnen vinden. 
Schrijft men haar nu in den vorm 

dan vindt men na de substitutie 

om de ware waarde dezer functie te bepalen, differentieert 
men de tellers en noemers der breuken, waardoor men 
komt tot de vergelijking 

y + A^^' + AiZ + A/^^O, 

welke na substitutie en oplossing geeft: 

^' 1 + K,^'' 

Op dezelfde wijze gaat men voorts bij de bepaling van 

yo'^ yo^ *e werk. 

Had men de vergelijking 

.V' + A2V + Aj:r2/ + A,y = 0, (43) 

dan zou de waarde van ^"' ook bij de onderstelling y = 
1=: y z= O oneindig groot zijn en dus de toepassing der 
beide theorema^s van Maclaurin en Bernoulli niet moge- 
lijk zijn. 

71. $. De onbepaalde coëfficiënten. Bevat de reeks, die 
de waarde van y moet voorstellen, negatieve of giebrokene 
machten van ir, dan leveren ons de voorgaande theorema's 



Digiti 



zedby Google 
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hoogstens eene bijzondere integraal der gegeven diflferen- 
tiaal-vergelijking, nimmer de algemeene integraal. Om 
deze laatste zonder de hulp van andere methoden, in den 
vorm eener reeks te verkrijgen, kan men in dit geval 
.alleen gebruik maken van de methode der onbepaalde . 
coëfficiënten; deze toch is geoorloofd, mits men vooraf ze- 
ker zij van den vorm der uitkomst. Men stelt daarbij de 
waarde van y voor door de reeks 

y =y. + «, (:r-;r J«i + «3 (:r-:r.,)-3 +«3 (*-^J«3+., (XIII) 
waarin de onbepaalde van x onafhankelijke coëfficiënten 
en exponenten daardoor moeten bepaald worden, dat de 
waarde van y moet voldoen aan de gegeven diflFerentiaal- 
vergelijking en die waarde, alsmede die der differentiaal- 
quotiënten y, y, y"~^^ voor x-=.x^ de bekende waar- 

^61^ y^i yo> y^'y y©^""^^ moeten aannemen. 

Gewoonlijk schrijft men de voorgaande reeks in den vorm 

y=a^+ «1 x^i + ac, ^«2 + ^^3 ;r«s +. . . . , (XIV) 
welke in de toepassing eenvoudiger is. De substitutie de- 
zer waarde in de differentiaal-vergelijking moet eene iden- 
tieke vergelijking opleveren. Elke der wijzen, waarop aan 
die identiteit kan worden voldaan, levert de algemeene 
of eene bijzondere integraal der vergelijking, naai^elang 
het aantal der daarin voorkomende willekeurige stand- 
vastigen gelijk of kleiner is dan n. 

72. Uit de omstandigheid, dat men aan de zooeven ge- 
noemde identieke vergelijking meestal op verschillende 
wijzen kan voldoen, blijkt, dat men bij de toepassing van 
deze methode veel vrijer is dan bij die der straks vermelde 
theorema's. Zijn er dan ook ooit door eene dergelijke ont- 
wikkeling in reeksen nog onbekende integralen in geslo- 
ten vorm gevonden, dan is het voorzeker door de methode 
van de onbepaalde coëfficiënten. Bovendien is zij vooral 
bij de binomische vergelijkingen 

y('*) = ki)^ y (44) 
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minder omslachtig in de toepassing. Bij meer samenge- 
stelde lineaire en bij niet-lineaire vergelijkingen voeren 
echter deze ontwikkelingen zonder uitzondering meestal tot 
veel te ingewikkelde berekeningen, dan dat zij daarbij 
met vrucht zouden kunnen worden toegepast. Daarbij komt 
dat bij deze methoden de coëfficiënten der reeks een voor 
een moeten berekend worden, zonder dat zij eenig verband 
aangeven, dat tusschen deze coëfficiënten moet bestaan; en 
alleen in de eenvoudigste gevallen gelukt het uit de be- 
rekende coëfficiënten zoodanig verband op te maken. Deze 
omslachtigheid is dan ook waarschijnlijk de reden, waarom 
men in de leerboeken over de theorie der differentiaal- 
vergelijkingen zulke eenvoudige, en wat meer verwonde- 
ring baart, in bijna alle dezelfde voorbeelden van toepas- 
sing dezer methoden vindt (voor het theorema van Taylor 
//" i=r ar-y en voor de overige de vergelijking van Riccati in 
haren oorspronkelijken of gewijzigden vorm of ook voor 
bepaalde waarden harer coëfficiënten) -^). 

73. Boven hebben wij reeds opgemerkt, dat het theo- 
rema van Taylor algemeener is dan die van Maclaurin en 
BernouUi en somtijds nog de algemeene integraal eener 
differentiaal-vergelijking kan opleveren, wanneer bij deze 
laatste de onderstelling ;t' = O eene tweede onderstelling 
medebrengt, die oorzaak wordt, dat men alleen eene bij- 
zondere integraal kan bepalen. Bij de methode van de on- 
bepaalde coëfficiënten vertoont zich eene omstandigheid, die 
geheel met deze laatste overeenkomt en niet tot de onbruik- 
baarheid, maar wel tot de onvolledigheid der integraal leidt. 
Komen namelijk in de algemeene integraal termen voor, 
die de logarithme van x bevatten, dan zal deze methode, 
op welke wijze men ook aan de identiteit der door de sub- 



^) Zie Moigno, Duhamel, Navier, Coumot, Boole, Dienger, Sturra, Schlö- 
milch, Mayr, enz. 
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stitutie van de reeks (XIV) verkregen vergelijking tracht 
te voldoen, slechts eene bijzondere integraal opleveren. 
Zoo geeft bijv. de vergelijking 

^V' + ^V+y = (45) 

na substitutie van bovengenoemde reeks de identieke ver- 
gelijking: 

« o + «1 ^^ + «2 ^""^ + 0^3 a^«3 + zz: 

Stelt men hierin de overeenkomstige termen der beide leden 
aan elkaar gelijk, dan verkrijgt men voor de exponenten 
de waarden 

ctj = — 2,x^ = — 4!,ct^ = — Q, 

en voor de coëflScienten : 

^1 — 2^'^~ 22.42 ' ^3 — ~ 22.43.62 ' 

zoodat men voor de reeks zelve vindt: 

i/ = a,[l — {^Z.x)-^ + {^A.x^)-^—{2A.^.x^)-^+ ]; 

dus eene bijzondere integraal. Door welke andere veron- 
derstelling men ook aan de identiteit der gevonden ver- 
gelijking (45a) tracht te voldoen, steeds komt men tot die 
bijzondere integraal terug. De oorzaak hiervan ligt daarin, 
dat de tweede onafhankelijke bijzondere integraal een term 
bevat, waarin lx voorkomt. Bepaalt men dan ook door 
de methode van de variatie der standvastigen de alge- 
meene integraal (zie § 157), dan vindt men voor deze 

y = [1 — (2. ip)-2 _^(2.4.;p2)-2_ (2.4.6.^3)-2 ^ ^ ^ j Jq^ ^ 

+c.(^-è-è- •)]' 

waarin b^, b^, gemakkelijk te bepalen getallen-waar- 
den voorstellen. 

Zooals dit voorbeeld ons leert, maakt deze onvolledig- 
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held alleen in zoover bezwaar^ dat men zich daarbij steeds 
van eene aanvuUings-methode moet bedienen, welke in dat 
geval (vooral wanneer men met niet-som meerbare reeksen 
te doen heeft) dikwijls zeer lastige berekeningen vereischt. 
74. Bevat echter elke bijzondere integraal termen, waarin 
lx voorkomt, dan brengt ons de methode niets verder en 
levert zij zelfs nog geene onbruikbare reeks. Dit is bijv. 
het geval met de vergelijking. 

^-i^'+W^=«^- (*«> 

substitueert men hierin de waarde (XIV), dan ver- 
krijgt men: 

^0 (2 +&) + 2a* (2 + & [1 — %xic + OLi, {xk — 1) lx\] af^^ — O, 

waaraan door standvastige waarden van otk en a^ niet kan 
worden voldaan, of het moest zijn: 

^^ z= O en 'Zajc — — a^, 

wat tot niets leidt (y =r 0). 

Het schijnt, dat men tot hiertoe niet naar middelen 
heeft uitgezien om ook in dit geval door de methode der 
onbepaalde coëfficiënten tot de algemeene integraal te ge- 
raken. Dit middel ligt echter voor de hand: neemt men 
namelijk in aanmerking, dat lx niet in eene reeks kan 
ontwikkeld worden, welke volgens de opklimmende of 
afdalende machten van x is gerangschikt, en dat dit de 
eenige ooraaak is van het niet-slagen der methode; dan is 
het klaar, dat deze oorzaak geheel zal worden weggeno- 
men, wanneer men gebruik maakt van de reeks 

y = «o + ö^i a?*i [Ixf^ + «2 (x^^ {l^f^ + • • ; (X^ 
schrijft men deze in den vorm 

dan vindt men 
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y' = 2 a* ar«» -\{lx) P>- -1 [«* lx + i3,], 

/ = 2 fli a;«- » (&)'3*-2 {«i lx + («i & + /3*) [(«i — 1) ;ar+ 

+ (/3*-l)]}. 

Substitueert men nu deze waarden in de beschouwde 
vergelijking (46), dan verkrijgt men : 

«o (2 + ^^) + 2: «* ^** {i^)^' W [o^k — 1) {i^Y + 

+ (2^,-l)(/3*-l)& + (i3,-l)(i3,-2)} = o. 
Zal deze vergelijking identiek zijn, dan moet behalve ö^^, = O, 

(2«,-l)(|3,-l) = 0, 
. (/3,-l)(|3,-2) = 0, 

zijn. Aan de eerste dezer vergelijkingen wordt voldaan door 
öt^ = O of ^i = 1. 

Met ^* = O stemt overeen /3^ = 1 , zoodat dit geeft de 
bijzondere integraal 

y = 2 ak. lx, 
of wat hetzelfde is: 

y zzz Cl /ir. 

Uit «i = 1 volgt ook fik = 1, en dit leidt ook tot eene 
bijzondere integraal 

waarvoor men kan schrijven, daar de a* geheel willekeu- 
rig blijven 

y == Co Oclx. 

Wijl voorts de gegeven differentiaal-vergelijking lineair 
is, vindt men voor hare algemeene integraal 

y[ = C^ + C,x)lx. 

Door voor een deel der termen ac* = O en voor de ove- 
rige «* = 1 te stellen, komt men onmiddellijk tot deze al- 
gemeene integraal. 
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75. Meer dan omslachtigheid en onvolledigheid de 
toepassing der voorgaande methoden in den weg staan^ 
doet het de beperking, die als een uitvloeisel van het 
wezen dier methoden, door geene andere integratie-me- 
thode kan worden aangevuld of we^enomen. Zoo als wij 
reeds bij de beschouwing van het theorema van Taylor 
zagen, kan dit ons alleen dan de algemeene integraal der 
gegeven differentiaal-vergelijking opleveren, wanneer de 
n bijzondere integralen, die als n afzonderlijke reeksen 
gevonden worden, voor de aangenomen waarde iP=^^Q 
bestaan en dus alle convergeeren. Dit kan echter niet 
altijd het geval zijn en dat wel des te minder, naarmate 
de orde der differentiaal-vergelijking stijgt. Gewoonlijk zul- 
len voor de waarde x^ van x slechts als bij toeval enkele 
der n reeksen convergeeren, en dus ook maar die enkele 
reeksen als bijzondere integralen der vergelijking kunnen 
beschouwd worden; terwijl de overige als onbruikbaar 
moeten worden verworpen . Welke der reeksen voldoen, 
hangt geheel en al van de differentiaal-vergelijking zelve 
en van de waarde van x^ af en moet afzonderlijk worden 
bepaald. Men moet dus hierbij met zeer veel omzichtigheid 
te werk gaan en dat wel nog meer bij de toepassing van 
het theorema van Taylor dan bij die van Maclaurin of 
Bernoulli, daar men bij deze laatste in de keuze van de 
waarde van x^ niet vrij is en de differentiaal-vergelijking 
zelve bij de aangewezen waarde ^r^ = O in vele gevallen 
reeds een zeker aantal onbruikbare reeksen doet wegval- 
len; toch zullen ook hierbij onder de verkregen reeksen 
nog onbruikbare voorkomen, die, wanneer zij niet uit de 
overige worden afgezonderd, tot eene valsche uitkomst 
zullen leiden. 

De theorema^s van Taylor, Maclaurin en Bernoulli kun- 
nen derhalve niet onvoorwaardelijk dienen tot de bepaling 
van de nog onbekende algemeene integraal eener differen- 
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tiaal-vergelijking van de tweede en hoogere orde -^); wil 
men ze dan ook met vrucht toepassen, dan moet men de 
convergentie der verkregen reeksen onderzoeken, of men 
moet zich beperken tot het zoeken naar eene enkele, met 
eene vooraf getoetste waarde van j^q overeenkomende reeks, 
die dan als eene werkelijke (bijzonder^ integraal aan de 
differentiaal-vergelijking zal voldoen. 

76. De vorige redeneering past met eenige wijziging 
ook op de methode der onbepaalde coëfficiënten. Ook deze 
kan niet onvoorwaardelijk worden toegepast, daar zij al- 
leen in zoover geldt als y doorloopend blijft, wanneer x 
tot eene bepaalde waarde nadert. Immers berust hare toe- 
passing geheel en al op de onderstelling, dat men a? zoo- 
danig mag, nemen, dat elke term der verkregen reeks 
grooter wordt dan de som van al de volgende termen; en, 
waar dit niet mogelijk is, kan dus ook de methode niet 
gebezigd worden en moeten de reeksen, die zij oplevert, 
als onbruikbaar worden verworpen. Voor de algemeene 
integraal eener differentiaal-vergelijking behoeft men steeds 
n reeksen ieder met eene willekeurige standvastige verme- 
nigvuldigd, die voor eene zelfde waarde van a: bestaan en 
dus alle voor die waarde convergeeren. Waar de methode 
niet tot zoodanige reeksen voert, kan zij die algemeene 
integraal niet opleveren; past men haar in dat geval toch 
toe, dan zal men tot eene ongerijmde en valsche uitkomst 
geraken. (Mayr, § 63). Men moet bovendien hierbij niet 
uit het oog verliezen, dat de som van n onafhankelijke bij- 
zondere integralen eener niet-lineaire differentiaal-vergelij- 
king niet als hare algemeene integraal mag worden be- 
schouwd, wijl het, voor deze vormings-wet der algemeene 
integraal, door Euler gegeven bewijs (§ 85), alleen voor 
lineaire vergelijkingen geldt (§ 91). — 



^) Bij de differentiaal- vergelijkingen der eerste orde wordt de algemeene 
integraal door eene enkele reeks aangegeven, van welker convergentie de 
bruikbaarheid dezer methoden afhangt. 
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77. De waarde der bruikbare reeksen, die door de voor- 
gaande methoden worden verkregen, hangt gelieel en al 
af van het doel, waarmede de integratie is verricht. Was 
dit doel de getallen-waarde van y te bepalen, die met 
eene bepaalde waarde van x overeenkomt, dan staan die 
reeksen in gelijken rang met de integralen in gesloten 
vorm, want zij leenen zich in het algemeen zeer goed 
voor de benadering dier getallen-waarde, zelfs tot op een 
zeer hoogen graad van nauwkeurigheid. De afleiding dezer 
getallen-waarde uit genoemde reeksen is dan ook verre te 
verkiezen boven de onmiddellijke afleiding derzelve uit 
de differentiaal-vergelijking (Duhamel, p. 16; Cournot, p. 
317), zoowel om de meerdere eenvoudigheid als om de 
grootere kortheid van de bewerking. 

In verreweg de meeste gevallen is ons echter weinig of 
niets aan die getallen-waarde gelegen, vooral ook omdat 
de standvastige der integratie daarop zooveel invloed heeft. 
De integratie eener differentiaal-vergelijking geschiedt bijna 
altijd met het doel om uit den vorm der bijzondere inte- 
gralen de eigenschappen der functie af te leiden; en met 
het oog hierop kan men aan de gevonden reeksen luttel 
waarde toekennen (zie § 11). 

78. Het gebeurt echter somtijds, dat die reeksen bij een 
zekeren term afbreken en dus in een gewoon polynomium 
ovei^aan, of dat men hare sommen in gesloten functiën 
kan voorstellen. Zulks zal vooral bij zeer eenvoudige li- 
neaire diflferentiaal-vei^elij kingen het geval zijn, en alsdan 
heeft men de integraal in haren gesloten vorm verkregen. 
Komt men op deze wijzen niet tot een gesloten integraal, 
dan blijft bovendien nog altijd de mogelijkheid over, dat 
men de betrekkingen, welke tusschen de coëiBScienten dier 
reeksen bestaan, bij de bepaalde integralen terugvindt (wat 
hoofdzakelijk bij de gamma-functiën plaats heeft) en, door 
die overeenkomst geleid, er in slaagt, om de som dier 
reeksen in bepaalde integralen uit te drukken. 
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Zoo vindt men bijv. door de toepassing van de methode 
der onbepaalde coëfficiënten op de differentiaal- vergelijking 

/'+T-^' + ^^ = 0, (47) 

de identieke vergelijking 

«1 «, («1 — 1 + Al) x'i-'+ a, X, («, - 1 + Al) :r*ï-« + 

+ -A^o «« + -A-, «1 «P*! + A, «2 ar*2 + = 0, 

aan welke voldaan wordt door 

«,=0, 
«iK — 1 + Ai) = 0, 

en A,, ai_i + Ui otk (öj;^ — 1 + AJ = 0. 

De tweede en derde dezer vergelijkingen bepalen de 
waarden der exponenten, terwijl de vierde het verband 
aangeeft, dat tussclien de coëfficiënten der reeksen moet 
bestaan. Een geheel analoog verband vindt men tusschen 
de beide integralen der vei^elijking 

^* — 1 + Ai% 
De verhouding dezer beide integralen is, op een standvas- 
tigen factor na, gelijk aan de verhouding 

Ofk^\ 

en van deze gelijkheid van verhouding wordt partij ge- 
trokken om de reeksen, die als uitkomst der bovenge- 
melde substituties worden verkregen, in den vorm dier be- 
paalde integralen te gieten (Moigno, p. 698; Sturm, p. 143). 
Gelden nu die bepaalde integralen voor dezelfde waarden 
van Aj, dan heeft men voor die waarden de algemeene 
integraal der gegeven differentiaal-vergelijking in een ge- 
sloten vorm; voor alle overige waarden van Aj zal men 
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óf eene bijzondere, óf geen integraal der vergelijking ver- 
kregen hebben. Men dient hierop vooral te letten; zoo 
vindt men voor bovenstaande vergelijking (47) de bijzon- 
dere integralen (Sturm, p. 143; Duhamel, p. 120) : 

yi = J" Cos {xV^^ Cos u) Sin^' ~^ udu 

o 

en 

^2 = a?^ ""'*'» r Cos [xI^Xq Cos u) Sin}"^' u du , 
o 

waarvan de eerste geldt voor A^ >► O en de tweede voor 
Aj <^ 2; alleen voor 

0<A,<2 
zal men dus voor de algemeene integraal vinden 

J' = Ciyi + C2y2- 
Valt Aj buiten of ook op die grenzen, dan zal slechts 
ééne der bijzondere integralen bestaan, die door de formule 

kan worden aangevuld. 

Voor Al izz 1 lossen de beide bijzondere integralen zich 
schijnbaar in ééne enkele op; om ook in dit geval tot de 
algemeene integraal te geraken kan men op dezelfde wijze 
te werk gaan; beter echter past men dan de methode van 
d'Alembert toe (§ 176). 

79. Gelukt op die wijzen de sommatie der verkregen 
reeksen, dan verkrijgt daardoor de integratie volgens de 
voorgaande methoden eene veel hoogere waarde. Zulks is 
echter zelden het geval voor de differentiaal-vergelijkingen, 
van welke de integralen niet reeds door andere methoden 
in gesloten vormen zijn bepaald. De ongenoegzame ont- 
wikkeling van de theorie der bepaalde integralen ter eene 
en de ingewikkeldheid van de vormings-wet der coëfi&cien- 
tei\ ter andere zijde beperken het aantal differentiaal- ver- 
gelijkingen, wier integralen op die wijze met vrucht kun- 
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nen worden behandeld. Gewoonlijk moet men dan ook, 
wanneer men gedwongen is bij de integratie-methoden 
der reeksen zijne toevlucht te zoeken, zich tevreden stel- 
len met de integraal in den vorm van reeksen, wier aan- 
tal, zooals wij gezien hebben, in den regel minder dan 
n bedraagt. 

80. Het schijnt dat alle wiskundigen hetzelfde oordeel 
vellen over deze integratie-methode door middel van reek- 
sen: //wanneer het u niet gelukt door eenige 
andere methode eene gegeven differentiaal- 
vergelijking op te lossen, past dan de integra- 
tie-methode der reeksen toe'' — is een raad, dien 
ieder wiskundige u zal geven en die het //in geen an- 
der geval" in zich sluit. 

Kan dan ook eene differentiaal-vergelijking behalve door 
de methode der reeksen nog door eenige andere methode 
worden geïntegreerd, dan voert deze laatste steeds langs 
een veel korteren en meer eenvoudigen weg tot het eigen- 
lijke doel, de gesloten integraal, dan de eerste. 

Bij de differentiaal-vergelijkingen, wier integraal in een 
gesloten vorm is verkregen, wordt dan ook bijna nooit de 
integratie-methode der reeksen toegepast; en bij de verge- 
lijkingen, wier integraal men nog niet in een gesloten 
vorm kan brengen, loont meestal de geringe waarde der 
uitkomst de moeite niet, die aan de toepassing der me- 
thode is verbonden. Daarbij steunt zij op een beginsel, dat 
met de convergentie en divergentie der verkregen reeksen 
staat en valt, zoodat men in het onzekere blijft verkeeren, 
of men als uitkomst der omslachtige bewerkingen, die men 
heeft te verrichten, eene integraal of eenige niets betee- 
kenende reeksen of wel beide gezamenlijk zal vinden. 

De volstrekte algemeenheid, die men aan deze methode 
dikwijls heeft toegeschreven, bestaat derhalve niet; niet 
zoo zeer omslachtigheid in bewerking en daaraan verbon- 
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den technische moeilijkheden, als wel bezwaren, die aan 
het wezen der methode eigen zijn en de onbruikbaarheid 
der uitkomst ten gevolge hebben, ontzeggen haar geheel 
en al den naam van algemeene integratie-methode 
in dien zin, waarin wij dat woord gewoonlijk opvatten. 
Evenals elke diflferentiaal-vorm door middel van reeksen 
kan worden geïntegreerd, wil ook elke differentiaal-verge- 
lijking algemeen geïntegreerd worden; tot die algemeene 
integratie kunnen echter die reeksen niet dienen, daartoe 
bepalen zich hare uitkomsten tot een veel te beperkt gebied. 

Vat men echter die algemeene integratie in een ande- 
ren zin op en bepaalt men zich tot de afleiding van eene 
enkele reeks, die met eene vooraf getoetste waarde van 
a-^ overeenkomt, en derhalve ook bij die waarde conver- 
geert, dan zal zonder eenige beperking de integratie van 
alle differentiaal-vergelijkingen door deze methode moge- 
lijk zijn. 

Bij deze laatste opvatting verkrijgen ook de reeksen 
van Tajlor, Maclaurin en Bernoulli, alsmede die der on- 
paalde coëfficiënten, eene geheel andere beteekenis; zij blij- 
ven niet meer de algemeene reeksen, die gelijktijdig voor 
alle bijzondere integralen doorgaan, maar worden bijzon- 
dere reeksen, die slechts onder bepaalde omstandigheden 
voor eene enkele bijzondere integraal gelden. Alleen in 
dezen zin mogen die reeksen dan ook onvoorwaardelijk 
worden toegepast en zullen zij ontwijfelbaar tot eene goede 
uitkomst kunnen leiden. De aangeduide beperking strekt 
derhalve om de toepassing der methoden meer algemeen 
(geldend) te maken. 

81. Om de theoretische waarde dezer methoden te lee- 
ren kennen, moet men echter deze beperking niet in acht 
nemen. In den algemeenen zin genomen levert elk dier 
methoden de algemeene integraal eener differentiaal-verge- 
lijking der n^ orde in den vorm van fi afzonderlijke reek- 
sen, die elk voor zich eene bijzondere integraal voorstellen. 
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Zij stellen dus den vorm dier algemeene integraal vast; 
nemen de dwaling weg dat deze uit eene enkele reeks 
zou kunnen verkregen worden, en toonen algemeen aan, 
dat de n willekeurige standvastigen, die men der alge- 
meene integraal toeschrijft, een noodwendig deel derzelve 
uitmaken, zoodat met het verminderen van het aantal 
dezer standvastigen de algemeenheid der integraal vervalt. 
Dat de genoemde methoden dit alles zoo beslissend vast- 
stellen, verleent* haar eene hooge theoretische waarde. 

82. Heeft men nu met reeksen te doen, die slechts po- 
sitieve machten van x bevatten, dan vallen de reeksen, 
die deze verschillende methoden opleveren, samen; toch is 
om de meerdere vrijheid in de toepassing en de mindere 
omslachtigheid in de bewerking ook in dit geval de anders 
alleen toepasselijke methode der -onbepaalde coëfficiënten 
te verkiezen, zoodat wij in het vervolg, wanneer wij over 
de ontwikkeling der integraal door reeksen spreken, bijna 
uitsluitend deze methode zullen bedoelen ^^). 

L De gesloten vorm. 
a. De Eulersche vormen. 

83. Onder de differentiaal-vergelijkingen, die door de 
grootste wiskundigen met bijzondere voorliefde werden on- 
derzocht, komen in de eerste plaats de lineaire in aan- 
merking. Twee oorzaken werkten daartoe samen: vooreerst 
geven namelijk de meeste onderzoekingen op het gebied 
der Natuurkunde, Werktuigkunde en Sterrenkunde als uit- 
gangspunt of als eerste uitkomst eene lineaire differentiaal- 



'0) De beschouwing van de overige bekende wijzen, waarop men de inte- 
graal eener gegeven differentiaal-vergelijking in reeksen kan ontwikkelen, 
laten wij hier achterwege, èn omdat zij niet worden toegepast, èn omdat 
men hun aantal nog zeer kan vermeerderen door gebruik te maken van de 
omkeeringsreeksen van Lagrange, Laplace e. a. — Moigno, § 274 — 5; Du- 
arael, p. 128. Zie voorts Noot 43). 
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vergelijking of een stelsel van lineaire differentiswil-yerge- 
lijkiugen, zoodat deze lineaire vergelijkingen als de in de 
toepassing meest gewichtige werden en nog worden aan- 
gezien; en ten andere levert de oplossing] dier vergelijkin- 
gen niet de groote technische moeilijkheden op, die de 
integratie van de niet-lineaire vergelijkingen dikwijls prac- 
tisch onuitvoerbaar maken. 

84. In den regel kwam men tot eene bijzondere inte- 
graal van zulk eene lineaire vergelijking door eene geluk- 
kige veronderstelling aangaande den vorm der gesloten 
uitdrukking, die de eigenschap heeft aan haar te voldoen. 
Men ging dus hierbij uit van hetzelfde beginsel^ waarop 
de vorige integratie-methoden der reeksen steunen; terwijl 
echter bij deze laatste den vorm eener bijzondere integraal 
werd vastgesteld in eenen in 't algemeen voor elke functie 
geldigen vorm, en dus algemeenheid van toepassing bij 
de keuze van dien vorm de hoofd-gedachte uitmaakte, — 
schikte men zich bij de integratie der lineaire vergelijkin- 
gen zooveel mogelijk naar het wezen en karakter dier 
vergelijkingen, zoodat men hierbij de meerdere of mindere 
algemeenheid van den aangenomen vorm geheel over het 
hoofd zag. Men nam daarbij steeds gesloten uitdrukkingen 
en alleen, ingeval het niet gelukte, op die wijze tot de 
integraal der vergelijking ta geraken, zocht men zijn toe- 
vlucht in den reeksenvorm. 

Bij het aldus vaststellen van den vorm der bijzondere 
integraal in een gesloten vorm kan men zich echter ge- 
heel vrij bewegen, daar de uitkomst der substitutie toch 
van zelve uitwijst of de integraal in dien vorm kan voor- 
komen of niet. Het voldoen aan de gegeven differentiaal- 
vergelijking is hierbij geheel en al afhankelijk van het 
voldoen aan de vergelijking, die men verkrijgt als gevolg 
van de substitutie der aangenomen bijzondere integraal. 
Heeft men bijv. gesteld 

y = (:p{xym,n,p, ), 
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waarin m^ n, p, niet van x afhangen, en kan aan 

de komende vergelijking door van x onafhankelijke waar- 
den van m, n, p, worden voldaan, zoo verkrijgt men 

werkelijk bijzondere integralen van den aangenomen vorm, 
en wel even zooveel als er verschillende stelsels van zoo- 
danige waarden van m, n, p, aan die verkregen 

vergelijking voldoen. 

85. Het was bijv. bekend dat de herleide lineaire ver- 
gelijking der eerste orde 

y + Ay = 0. (48) 

tot integraal heeft 

en deze uitkomst verbonden met de bekende standvastig- 
heid in vorm van de differentiaal-quotiënten van de ex- 
ponentieele, leidde Euler er toe . om den invloed van de 
substitutie van 

7/ = e^ (XVI) 

op de herleide lineaire vergelijking met standvastige co- 
eflËlcienten te onderzoeken; en deed hem door middel van 
de équation caractéristique de n bijzondere integralen der 
genoemde vergelijking vinden. Elke dezer bijzondere in- 
tegralen werd nu met eene willekeurige standvastige ver- 
menigvuldigd en de som dezer produkten leverde op nieuw 
eene uitdrukking, die aan de beschouwde vei^elijking vol- 
deed, en de volledige integraal dier vergelijking was of 
niet, naargelang het gevorderde aantal van n willekeurige 
standvastigen voorhanden was of niet. 

Gaf de équation caractéristique complexe wortels, dan 
wist men toch de bijzondere integraal wel in een bestaan- 
baren vorm te gieten door aan de overeenkomstige wille- 
keurige standvastigen complexe waarden toe] te kennen; 
waren daarentegen eenige wortels dier vei^elijking gelijk, 
dan maakte men de overeenkomstige bijzondere integralen 
ongelijk door aan die standvastigen oneindige waarden te 
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geven van de eerste, tweede en hoogere orde. Men noemde 
zulks: //zich bedienen van een kunstgreep^' '^). 

86. Had de vergelijking geene standvastige coëfficiënten, 
maar hadden hare termen den vorm 

dan herleidde men deze door de substitutie 

tot eene lineaire vergelijking in t* en ^ met standvastige 
coëfficiënten, of men stelde als vorm der bijzondere inte- 
graal vast 

y = (« + i^)* 
en paste zoo noodig weder dezelfde kunstgrepen toe. 

87. De ontwikkeling van de methode van den integree- 
renden factor heeft, zooals wij reeds gezien hebben, aan 
deze gekunstelde oplossingen een einde gemaakt. Theore- 
tisch is door haar de vorm dier bijzondere integralen aan- 
gegeven en zuiver wetenschappelijk heeft zij den weg 
voorgeschreven, dien men heeft te volgen, wanneer de équa- 
tion caractéristique complexe of gelijke wortels oplevert, 
zoodat dan ook bovengenoemde onderstellingen en kunst- 
grepen hierbij weinig meer dan geschiedkundige waarde 
hebben. Wij meenden echter ze te moeten vermelden, om- 
dat zij ook bij andere vergelijkingen van dienst zijn, van 
welke de oplossing nog niet streng wetenschappelijk is 
vastgesteld. Vooral de onderstelling, dat 

den vorm der bijzondere integraal aangeeft, zullen we hier 
nader beschouwen. 



3») o. a.: Petzval, Bd. I. s. 34. „man bedient sich zu diésem Zwecke 
eines desshalb sehr erwahnenswei-then Kunstgnffes, weil er sehr schnellzum 
Ziele führt Der Kunstgriff besteht im Wesentlichen darin, dass, u. s, w. 

Moigco, p. 605. On a eu recours, pour y parvenir, a divers artifices que 
nous allons exposer brièvement. 
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88. Bij den eersten oogopslag schijnt het, dat het niet 
mogelijk zou zijn, dat ooklineaire vergelijkingen, wier coëf- 
ficiënten de veranderlijke a? bevatten, bijzondere integraten 
zouden kunnen hebben van den vorm y = <?'«*, daar eens- 
deels de grootheid m bij de achtereenvolgende differentia- 
ties als eene standvastige wordt behandeld, anderdeels de 
coëfficiënten in de équation caractéristique alsdan van x 
zullen afhangen en dus m zou moeten bepaald worden uit 
eene vergelijking van den vorm 

«zVi (^) + ^"- V2 W + ... . + »«/« W +ƒ« + 1 W = 0. 

Bij eenige nadere beschouwing zal men echter gemakke- 
lijk inzien, dat het hierbij kan voorkomen, dat aan deze 
laatste vergelijking voldaan wordt door waarden van m 
onafhankelijk van x en in dat geval zal werkelijk, voor 
die waarden van m, y:=i e"^' een bijzondere integraal zijn 
der gegeven vergelijking. ^ 

Zij bijv. de vei^elijking 

+ K+*o^)y=0, (49) 

dan geeft hierin de genoemde substitutie 

^"« [Mj + Mg a?] = O, (49a) 

waarin 

Mj = ö» w^* + a« — 1 «»* ~ ^ -f" • • • + ^1 ^' "f" ^0 
en Mgzz: ö„ «*" +*« — 1 ^"""^ + • • • • + *i ^ + ^0 

is. Is nu gelijktijdig 

Ml = O en Mg = O , 
dat is: hebben deze twee vergelijkingen gemeenschappelijke 
wortels, dan zullen evenzoovele bijzondere integralen ge- 
vonden zijn. Dit zal plaats hebben wanneer Mj en Mg een 
gemeenschappelijken factor M3 hebben; en nu geeft 

M3 = 
de standvastige waarden m^, m^, m^, ... .nik, voor welke 
aan (49a) identiek wordt voldaan; 
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zijn dan de gezochte bijzondere integralen. 

In 't algemeen zal hierbij Mg = O eene hooge inachts- 
vergelijking zijn van een lageren graad dan den «en. Hare 
wortels zijn dan minder in aantal dan de orde der be- 
schouwde vergelijking. Met behulp der k gevonden bij- 
zondere integralen kan men nu de orde dier vergelijking 
met k eenheden verlagen; en ingeval ook de daardoor 
verkregen vergelijking nog van denzelfden vorm is als de 
gegevene, kan men daarop klaarblijkelijk toch de gebezigde 
substitutie niet meer met vrucht toepassen; men past als- 
dan de methode der bepaalde integralen toe. 

Was in het voorgaande geval 

M,=:0 

van den rfi^ graad, dan zou Mj r= AMg en dus ook at := 
:=zXhk moeten zijn, waarin A eene standvastige voorstelt; 
de vei^elijking zou in dit geval onmiddellijk door deeling 
door X-^-x tot eene met standvastige coëflficienten herleid 
worden. 

89. Heeft men bijv. in bovenstaande vergelijking «:= 2 
en gaat zij dus. over in de Spitzersche vergelijking 

(«3 + h ^•) y" + («1 + *i ^) y' + («. + *. *)y = o , . . (37) 
dan vindt men door de substitutie 

y ___ gffw 

voor Mj en Mg de waarden: 

Mj = dfg ^^ + ö^i ^ + «Q =0 

en Mg = ög ^^ + *i ^ + ^0 ^^ ^'y 

en deze beide vergelijkingen zullen minstens één gemeen- 
schappelijken wortel hebben, wanneer voldaan wordt aan 
de voorwaarde 

2 



«o«i 


X 


^1 ^2 




«0«2 


*0*1 


hK 




Kh 



wat derhalve tevens de voorwaarde is, dat de genoemde 
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vergelijking minstens ééne bijzondere integraal heeft van 
den vorm y = e""'. 

Nu kan men in dit geval deze laiatste bepalen en op 
de wijze te werk gaan, zooals boven is aangegeven; men 
verkrijgt echter zoodoende nog eene vergelijking van de 
eerste orde op te lossen voor de andere bijzondere integraal ; 
en deze omstandigheid is oorzaak, dat men gemakke- 
lijk onmiddellijk de algemeene integraal kan vinden door 

y = e^ u 

te stellen, waarin m evenals boven als standvastig, en u 
als afhankelijk van x wordt gedacht. Die substitutie geeft 
hier de gemakkelijk te integreeren vergelijking (Schlö- 
milch, s. 514): 

90. Wij zien hieruit tevens het groote verschil in ka- 
rakter van de substituties y^=z^' en y=ie^'u\ terwijl toch 
bij de eerste de waarde van m bepaald wordt uit een of 
meer hooge machtsvergelijkingen, vereischt de tweede 
voor de bepaling van u de oplossing eener differentiaal- 
vergelijking van dezelfde orde als de gegevene ; zoodat dan 
ook de laatste substitutie meer uitsluitend gebezigd wordt 
om eene differentiaal-vergelijking in een meer geschikten 
vorm te brengen (§ 98). 

91. De Eulersche onderstelling aangaande den vorm 
der bijzondere integraal kan soms ook met vrucht worden 
toegepast op niet-lineaire vergelijkingen, wanneer deze tot 
de homogene vergelijkingen der tweede soort behooren, en 
wel voornamelijk ingeval x niet als factor in eenigen term 
der vergelijking voorkomt. Een enkel voorbeeld zal dit 
nader ophelderen: zij gegeven de vergelijking 

yy + A.y^ + A^^y + As/^o, (50) 
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dan geeft de substitutie ran y=iel^ voor de bepaling van 
m de vergelijking 

»ï' -f- Aj w^ + -A-g w -|- Aj =r O, 

waaraan door standvastige waarden van m wordt voldaan. 
Is bijv. de vergelijking 

yy"_2y2_^y + 2y2_0, (50a) 

dan wordt de vergelijking in m 

en dus »* = 1, — 1 en 2, zoodat men voor de bijzondere 
integralen vindt: 

y\ — ^y n = ^' en ^^ = e^'. 
Men kan echter hieruit geen besluit trekken aangaande 
de algemeene integraal der beschouwde vergelijking, daar 
deze o. a. ook termen zou kunnen bevatten, die geene 
willekeurige standvastigen als factor hebben (§ 76). Het 
gelukt evenwel dik\vijls met behulp van de methode van 
de variatie der standvastigen die algemeene integraal te 
bepalen. Zoo geeft bijv. de vergelijking 

J^y— 2y-+/ = (51) 

voor m de waarden 1 en — 1 en dus voor bijzondere in- 
tegralen 

^1 = ^ en ^2 = ^'• 
Past men nu de genoemde aanvuUings-methode toe (§ 164), 
dan vindt men voor de gezochte algemeene integraal 

92. Deze toepassing van de Euler^sche vormen is vooral 
daarom van gewicht, wijl het aantal niet-lineaire verge- 
lijkingen, wier algemeene of bijzondere integralen in een 
gesloten vorm kunnen worden verkregen, zoo gering is. 
Slechts enkele methoden leenen zich tot zulk eene integra- 
tie. Zoo integreerde men door de methode van de scheiding 
der veranderiijken eenige eenvoudige bijzondere vergelij- 
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kingen van de tweede orde, waarvan die van Liouville (§ 36) 

f-\-Yf' + Xv' = (14) 

de meest algemeene is; van enkele meer ingewikkelde 
vergelijkingen van hoogere orde werd door dezelfde me- 
thode de eerste integraal bepaald (§ 41). Evenzoo inte- 
greerde Euler eenige niet-lineaire vei^elijkingen der tweede 
orde door middel van den integreerenden factor (§63); — 
sommige zoodanige vei^elijkingen kunnen door de methode 
van de verhooging der orde worden opgelost (§ 124); — ove- 
rigens echter is men met de methoden, die de integraal 
in een gesloten vorm opleveren niet in staat eene niet- 
lineaire vei^elijking onmiddellijk te integreeren. Komt dan 
ook zulk eene vergelijking, die niet homogeen is, in de 
werkelijke toepassing voor, dan is men (met uitzondering 
van de zooeven genoemde gevallen) gedwongen de metho- 
den der reeksen toe te passen; of men moet trachten de 
gegeven vergelijking door eene geschikte substitutie tot 
eene lineaire terug te brengen op dezelfde wijze als zulks 
met de vergelijking van Riccati 

^'•}-af = bxP (52) 

geschiedt (Frenet, Êxerc. 411). 

^. De bepaalde integralen. 

93. Onder de meest vermogende hulpmiddelen, over 
welke men bij de oplossing van lineaire differentiaal -vér- 
gelijkingen van de tweede en hoogere orde kan beschik- 
ken, behoort ook dit, dat men de bijzondere integraal 
aanneemt in den vorm eener bepaalde integraal. 

Euler was de eerste, die opmerkte, dat aan eene diffe- 
rentiaal-veigelijking door eene bepaalde integraal kan wor- 
den voldaan, en die de theorie dezer laatste aan die der 
eerste trachtte te verbinden. Op drie verschillende wijzen 
wilde hij de integraal eener differentiaal-vergelijking door 
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bepaalde integralen uitdrukken (Euler, Vol. II. Cap. X en XI). 

In de eerste plaats neemt hij den vorm der bepaalde 
integraal aan en leidt daaruit differentiaal-vergelijkingen 
af, waarvan die integraal eene bijzondere integraal-verge- 
lijking is, of m. a. w. construeert hij diflTerentiaal-vergelij- 
kingen uit bepaalde integralen (§ 25 en vv.). 

In de tweede plaats klimt hij van eene diflferentiaal- 
vergelijking op tot de bepaalde integraal, die er aan vol- 
doet, door eerst die vergelijking op te lossen in den vorm 
eener naar de onafhankelijk veranderlijke gerangschikte 
reeks, en daarna de som dezer reeks door eene bepaalde 
integraal uit te drukken (§ 78). 

Eindelijk leidt hij de bepaalde integraal onmiddellijk 
uit de differentiaal-vergelijking zelve af (Lacroix Traite du 
calc. difif. et int. T. III. p. 529). 

Die onmiddellijke afleiding der bepaalde integraal uit 
de vergelijking zelve biedt echter eigenaardige moeilijk- 
heden aan, en om deze te boven te komen moest Euler 
zich zoovele willekeurige onderstellingen veroorloven en 
zulke omslachtige berekeningen uitvoeren, dat hij deze 
wijze van oplossing als bijna onbruikbaar beschouwde en 
haar verre beneden de afleiding der bepaalde integraal uit 
de eerst gevonden reeks stelde. De onderzoekingen van 
latere wiskundigen , hebben echter dit ongunstig oordeel 
over de onmiddellijke afleiding der bepaalde integraal uit 
de vergelijking zelve, geheel gewijzigd. Het gelukte hun 
tot die afleiding te geraken met veel minder omslachtig- 
heid in de berekening en door het aannemen van zeer 
eenvoudige, minder willekeurige onderstellingen; zoodat 
zij ten laatste de door Euler op den voorgrond geplaatste 
afleiding uit de eerst bepaalde reeks, hoewel ook hierbij 
door de meerdere ontwikkeling van de theorie der bepaalde 
integralen en van die der reeksen velerlei veranderingen 
in de noodzakelijke berekeningen waren aangebracht, ge- 
heel ter zijde stelden en niet meer volgden. 
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94. Door de methode van oplossing door behulp van be- 
paalde integralen verstaat men dus thans uitsluitend het 
onmiddellijk afleiden eener bijzondere integraal- vergelijking 
in den vorm eener bepaalde integraal uit de differentiaal- 
vei^elijking zelve; en aldus opgevat, heeft deze methode 
onder de handen van Laplace, Petzval, Weiier, Spitzer 
en anderen reeds de schoonste uitkomsten opgeleverd. Bij 
deze methode worden de bijzondere integralen vooropge- 
steld in den vorm 

y = S''^f{ux)du, (XVn) 

waarin ƒ eene nog onbepaalde functie is van u en x, en 
de grenzen der integratie al of niet van x en niet van u 
afhangen. 

Hangen die grenswaarden van x af, dan kan men steeds 
voor u eene zoodanige nieuwe veranderlijke in de plaats 
stellen, dat zulks met de nieuwe grenzen niet meer het 
geval is, waaruit volgt, dat men in de onderstelling van 
slechts standvastige grenzen hetzelfde doel kan bereiken 
als door te onderstellen, dat die grenzen van x afhangen 
(Weiier, Crelle. Bd. LI. S. 105). 

95. Als voorbeeld van eene oplossing van lineaire diffe- 
rentiaal-vergelijkingen door middel van bepaalde integralen 
met standvastige grenzen kiezen wij de reeds door La- 
place (Mém. Acad. Paris. 1782. p. 47) op deze wijze be- 
handelde vergelijking 

{«» + *» ip) ƒ»> + (a„-i+ j„«i^)y'»-i) + . . . . + 

+ K + *o^)y = 0; m 

waarbij men voorop stelt, dat de bijzondere integralen den 
vorm hebben van 

i/=J'''e'^\idu, ....... (XVna) 

waarin U eene nog onbekende functie is van de veran- 
derlijke u der bepaalde integraal, en u^ en u^, zooals reeds 
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is oj^emerkt, standvastige doch nog onbekende getallen 
voorstellen. Door de substitutie dezer waarde van y tracht 
men alsdan voorwaarden af te leiden, waaruit vooreerst 
U en vervolgens de grenzen u^ en u^ kunnen bepaald worden. 
Die substitutie voert namelijk tot de vergelijking 

/"*(Uo + Ui^)é?«*Ué/w = 0, (49b) 

waarin 

Uq = «;,«« + a„_i «^«-^ -f- + 0^0 

en Ui = i« w» + i;,_i«^«-i + + i^ 

is en dus Uq en Uj alleen van u afhangen; en nu moet 
men U, u^ en Uc^ zoodanig bepalen, dat deze laatste ver- 
gelijking (49b) voor elke waarde van x eene identieke 
wordt. Daartoe herleidt men het laatste deel van de inte- 
graal zoodanig, dat x als factor verdwijnt, en wel op deze 
wijze: 

= é?- Ui U]"* — /"*^-4 (Ui U) du, 

waardoor de genoemde vergelijking (49b) ovei^aat in de 
volgende 

^«'UiU]"*+/'''^«*{üoU — ^«(UiU)}^w = 0. . . (49c) 
^^ «i 

Op deze herleiding steunt de geheele methode, want 

klaarblijkelijk moet nu ook aan de vergelijking (49^) voor 

alle waarden van x identiek worden voldaan; men moet 

dus U als eene functie van u, en nog u^ en u^ zoo kiezen, 

dat dit plaats heeft; en dit zal het geval zijn, wanneer 

men U zoodanig neemt, dat 

Uo'U — ^«(UiU) = (49d) 

wordt en men voorts voor u^ en u^ zulke standvastige 
getallen neemt, dat ook 

^*^UiU]"* = (49 ) 

wordt. 
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Hierbij zou men de bedenking kunnen maken, dat aan 
de vei^elijking (49c) reeds voor elke waarde van x iden- 
tiek kon worden voldaan, doordat de tweede term dier 
vergelijking na werkelijke integratie gelijk werd aan den 
eersten term op het teeken na. Die bedenking vervalt 
echter door de opmerking, dat de integraal van dien term 
alsdan van den vorm ^"^Ug behoorde te zijn, waarin üg 
eene functie van u alleen voorstelt; en dat dus die inte- 
graal Je'''^ [xM5^'\-d^'\i^du zou moeten zijn, en bijgevolg 
nog een lid zou moeten bevatten met den factor x voor- 
^ zien. Daar dit lid ontbreekt, kan de integraal van den 
tweeden term niet van den vorm ^«'Ug zijn en dus den 
eersten term niet ophefifen. 

Uit (49d) volgt nu onmiddellijk 

^.(UiU) Uo_. 



UiU Ui 



of na integratie 



(4,9f) 



D = ±./^*, 

waardoor U in « is uitgedrukt. 

Substitueert men deze waarde van U in de vergelijking 
(49e) dan gaat deze over in 

' "' L=.^> (498) 

waaruit nu de Vaarden van u^ en u^ moeten bepaald 

worden. Stelt men voorts door p-^, p^, q^, q^^ 

de slechts eenmaal en door r|, r^, . . . . de meermalen {m^^ 
«»2 > maal) voorkomende wortels van 

voor, dan zal deze laatste uitdrukking (49g) na ontbinding 
in gedeeltelijke breuken en integratie overgaan in de vol- 
gende 
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waarin a^, x^, fi^, jSg, y^, y^, de stand- 
vastige tellers der genoemde gedeeltelijke breuken voor- 
stellen, zoodanig gekozen, dat zij óf positief zijn óf ook 
complexe met positieve reëele bestanddeelen. 

96. Aan deze laatste vergelijking wordt vooreerst vol- 
daan door de waarden 

u=zp^,n=po^, 

en ten tweede door de wortels der vergelijking 

Deze hierdoor verkregen waarden van u kan men voor 
de grenzen u^ en u^ nemen; en het hangt nu geheel en al 
van het aantal dezer waarden af, of men de algemeene 
integraal of slechts eene bijzondere integraal der differen- 
tiaal-vergelijking zal gevonden hebben. Vindt men meer 
dan n-\-l waarden, dan zal men tusschen de standvasti- 
gen één of meer betrekkingen moeten opsporen, ten einde 
slechts tl onderling onafhankelijke standvastigen over te 
houden. Bedraagt het aantal stand v^asti gen minder dan n, 
bijv. A + 1, wat in de werkelijke toepassing meestal het 
, geval zal zijn, dan heeft men slechts A bijzondere integra- 
len gevonden en kan men dus de orde der vergelijking 
slechts met k eenheden verlagen; men moet in dat geval 
naar andere hulpmiddelen uitzien om de integraal aan te 
vullen. Het juiste getal van n'\-l waarden, tusschen welke 
n afstanden voorkomen, die zich als grenzen 'der integratie 
laten gebruiken, zal men slechts zeer zelden vinden: ver- 
schillende omstandigheden werken samen om dat aantal 
te verkleinen: 

vooreerst kunnen er namelijk onder de bijzondere inte- 
gralen, die men verkregen heeft, zijn die 

1^. onderling niet verschillen; en alsdan geven de aan- 
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▼uUings-methoden de middelen aan de hand om de inte- 
graal aan te vullen; 

2^. identiek gelijk nul zijn; 

3®. onder onbruikbare vormen voorkomen, wat bijv. het 
geval is, wanneer de functie onder het integraal-teeken 
binnen de grenzen der integratie ondoorloopend en onein- 
dig groot wordt; hetgeen o. a. steeds plaats heeft bij de 
bijzondere integraal, die p^ en p^ tot grenzen heeft, wan- 
neer q^ of q^ in grootte tusschen p^ en p^ valt; — 

voorts kan het aantal waarden verkleind worden, doordat 

gelijke wortels heeft, of doordat de tellers der gedeeltelijke 

breuken, waarin — ^ kan ontbonden worden, negatief of 

Ui 
ook complex zijn met negatieve reëele bestanddeelen, of 

ook doordien Uq en \j^ een gemeenschappelijken factor 

bezitten. 

Dit laatste zal steeds het geval zijn, wanneer 

als eene bijzondere integraal aan de vergelijking voldoet; 
zooals uit de overeenkomst van de vergelijkingen (49») 
en (49^) blijkt, daar hierin M^ en Uq en M„ en Uj de- 
zelfde beteekenis hebben. In dit laatste geval kunnen de 
vormen y:=ie^ en (XVIJa) gezamenlijk tot de algemeene 
integraal voeren. 

97. Na het hier aangevoerde zal het geene verwonde- 
ring meer kunnen baren, dat men er niet in geslaagd 
is de als voorbeeld gekozen vergelijking van Laplace op 
deze wijze algemeen geldend te integreeren ; zelfs voor het 
geval dat nz=i^ is, heeft men al de bezwaren aan die 
algemeene integratie verbonden niet kunnen wegruimen 
(Spitzer, 2e Forts. 6er Abschnitt). Het is dan ook eene ver- 
regaande dwaling van enkele wiskundigen, te denken, dat 
men op de zooeven beschreven wijze de lineaire vergelijking 
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y»)+x«_,y— i>+x«_8/— «>+...Xiy+Xoy=o,..(53) 

Toor het geval dat X* eene geheele rationeele algebraïsche 
functie van x voorstelt, steeds algemeen kan integreeren ^'). 
Het gevolg van al de pogingen om door de methode van 
de bepaalde integralen tot die algemeene integratie te ko- 
men, zal slechts kunnen zijn, dat men in bijna alle ge- 
vallen tot minstens ééne bijzondere integraal, en in het 
gunstigste geval tot de algemeeüe integraal der gegeven 
differentiaal-vergelijking geraakt. 

Zoo geeft bijv. de eenvoudige vergelijking (Kapteijn, 
bl. 126) 

y») + A^«~i) + Ao^ = 0. . . (54) 



de waarden 



Uo = Att«-i 



en Uj =: tt" + Aq, 

zoodat men voor de bepaling van U komt tot de verge- 
lijking 

4/n — 1 

U = -^ e ^ «^« + Ao 

«^» + Ao ^ ^ 



'2) Petzval, Bd. I. S. 104. — Is ifc hierbij de exponent van de hoogste 
macht van x. dan stelt men de bijzondere integraal vast in den vorm 

yzrj""* e^'^Vdu (XVUb) 

en verkrijgt dan voor (49d) eene differentiaal-vergelijking der ke orde, die 
veelal niet geïntegreerd kan worden. 

Theoretisch kan wel is waar door deze methode de integratie der ver- 
gelyking 

n 

2r (a* + 5* X -f Ik ar*) y(*) = 

1 

steeds tot die van eene analoge van de (n — l)e orde worden teruggebracht, 
en kan men zoodoende tot eene vergelijking van de eerste orde opklimmen; 
maar in de practijk ontmoet zulks zoovele en zulke onoverkomelijke bezwa- 
ren (Zie Raabe, S. 288) dat van eene zoodanige integratie slechts eene in 
enkele bijzondere gevallen geldende uitkomst valt te verwachten, zelfs dan 
wanneer de vergelijking niet hooger dan tot de derde orde opklimt. 
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waaruit men vindt 

U = («» + Ao)-~'- 

De grenzen der integraal moeten hierbij bepaald worden 
uit de vergelijking 

A 

^«*(«^« + Ao) « =0, (54a) 

welke alleen onder de gunstigste omstandigheden (A > 0) 
« -f" 1 waarden voor n, en dus ook n bijzondere integralen 
oplevert. 

98. De beschouwde methode ontleent echter haar hoog 
gewicht voor de wetenschap aan hare toepassing op de 
lineaire vergelijkingen der tweede orde en op de bino- 
mische differentiaal-vergelijkingen. 

De herleide lineaire vei^elijking der tweede orde 

/' + Xiy + Xoy=.o (4) 

kan in dezen algemeenen vorm door geene enkele inte- 
gratie-methode met vrucht behandeld worden; zij wordt 
eerst geschikt voor zulk eene behandeling, wanneer Xj en 
Xo bekende functiën zijn van x. Vallen alsdan deze func- 
tiën niet in de beide in § 54 Vermelde vormen, dan tracht 
men meestal die vergelijking door de methode der be- 
paalde integralen te integreeren. De vorm dier bepaalde 
integralen zal daarbij geheel en al afhangen van den bij- 
zonderen vorm der functiën Xj en Xq ; en dit is de voor- 
naamste reden, waarom men de vergelijking zelve gewoonlijk 
eerst aan zoodanige herleidingen onderwerpt, dat men eene 
differentiaal- vergel ijking verkrijgt, waarbij de betreffende 
onderzoekingen zich zooveel mogelijk vereenvoudigen. Die 
herleidingen zijn in de hoofdzaak tweeërlei: 

óf men vervangt de afhankelijk veranderlijke y door 
eene nieuwe y^y aan welke zij verbonden is door de be- 
trekking 

y = X^i- 
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Door deze in de vergelijking (4) te substitueeren ver- 
krijgt men 

waarin nu X zoodanig moet gekozen worden, dat de diffe- 
rentiaal-vergelijking werkelijk eenvoudiger wordt; 

óf men voert in de plaats van de onafhankelijk ver- 
anderlijke x öene nieuwe x^ in, die eene functie is der 
eerste, zoodat men heeft 

en verkrijgt hierdoor voor de vergelijking (4) de nieuwe 
vei^elijking 

^" ^'')^' ^ + ^" ^""^ + ^1-^' (^)^ I; + ^^ = °' 

waarin de verdere eliminatie van x door x^ moet worden 
uitgevoerd (Weiier, Crelle. Bd. LI. S. 116). 

In de meeste gevallen beoogt men door deze herleidin- 
gen den veranderlijken factor van y in eenen standvasti- 
gen te veranderen en daartoe bedient men zich dan van 
de eerst aangewezen herleiding in een der vormen 

yz=ixv y^ 



of 



' = ^^^ y\. 



welke bijna steeds tot de gewenschte uitkomst voeren. 
' 99. De voorgaande herleidingen zijn van zulk een ge- 
wicht bij de toepassing der methode, dat zij als een we- 
zenlijk deel -derzelve moeten worden beschouwd. Is een- 
maal de vergelijking in een geschikten vorm gebracht, dan 
loopt de integratie verder gewoonlijk gemakkelijk af. Zoo 
kan bijv. de Spitzersche vergelijking 

K + ^2^)/ + («i + *i'^)/ + K + *o*)^ = 0. . . (37) 

voor alle eindige en nul-waarden van ajc en h^ worden 
gebracht in den nor maal- vorm 



Digiti 



zedby Google 



105 § 99. 

^/ + (i' + ? + *)y+Py = 0, <37d) 

waarin p en q alle mogelijke eindige of nul-waarden kun- 
nen hebbeu. 

Uit deze nieuwe differentiaal-vergelijking 'kan men nu 
eene menigte eigenschappen afleiden (§ 142), waardoor men 
in staat gesteld wordt de vergelijking verder zoodanig te 
herleiden, dat p en q positieve gebruikelijke (echte) breu- 
ken voorstellen. Deze eigenschappen verbonden met de 
integralen der vergelijking voor 

p = of q=0, 

voeren tot den vorm der bijzondere integralen der verge- 
lijking {37d) en leeren aldus in alle gevallen de algemeene 
integraal der eerstgenoemde vergelijking bepalen (Schlö- 
milch, S. 513). 

100. Van alle bijzondere onderzoekingen op het gebied 
van de integratie der differentiaal- vergelijkingen heeft geene 
enkele zulk eene groote practische waarde als juist deze 
integratie der Spitzersche vei^elijking door de methode 
der bepaalde integralen. Wel is waar is die vergelijking 
herleid (homogeen) en bovendien slechts van de tweede orde, 
en mist zij dus het voornaamste kenmerk van algemeen- 
heid; maar dit gemis wordt grootendeels vergoed door de 
vele andere vergelijkingen, die men tot dezelve kan terug- 
brengen, zooals bijv. de vergelijking (Spitzer, Ie Forts. S. 2) 

a^Pf + b,xP-'y' + {ao + b,xP-')^ = 0,. . . (55) 

door xP—^^=a'j~^ en vervolgens y:=Lx^z te stellen; 
de vei^elijking (1. c. S. 53) 

,f J\-a'x^^^i/ -\r^^^y=^y (56) 

door de substitutie van ^r'' + ^ = x^\ 
de vergelijking (1. c. S. 10) 

(^ — «2)'y' + K + *i^)/ + «o^ = 0, . . . (57) 

door te stellen x — 02 = ^*1""^ en y=.x^'z\ 
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de vergelijking *') 

«2y'+K+«i*)y+(«o+*o^+<'o^)y=o, . . . (58) 

door de substitutie van y^=.e^^ "^^'^z; 
de vergelijking (Spitzer, Ie Forts. ,S. 52) 

a,^t/" + a'{a, + b,lx)y + {a^+bJü^ + c,{laf)y = 0, (59) 

door te stellen xz=e*^ ; enz. 

Deze vergelijkingen kunnen dus ook onder alle omstan- 
digheden volledig geïntegreerd worden. 

101. Nergens komt dan ook de methode van de bepaalde 
integralen zoo schoon uit als bij de toepassing op deze 
Spitzersche vergelijking; zij levert hier iets voUedigs en 
kan in dit opzicht met de methode van den integreeren- 
den factor op eene lijn geplaatst worden. Vergelijkt men 
echter de bovenvermelde integratie met die van de lineaire 
vergelijkingen met standvastige coëfficiënten volgens de 
laatstgenoemde methode, dan ziet men, dat zij niets anders 
gemeen hebben, dan juist deze volledigheid van analyse ^*), 
of het mocht zijn de omslachtigheid der bewerkingen, die 
bij beide methoden moeten verricht worden om die volle- 
digheid te bereiken. 

De methode van den integreerenden factor bepaalt zelve 
den vorm der bijzondere integraal, bij die der bepaalde 
integralen wordt deze vooraf vastgesteld; de eerste gaat 
rechtstreeks op het doel af, houdt zich alleen met de te 
integreeren vergelijking bezig en levert ons dan de inte- 
graal in een zuiver, gesloten vorm, bijv. 



33) Liouville, Éc. Polyt. T. XIII. Cah. XXI. 1832. Is hierbij bi^znAa^c^, 

dan substitueert men y :=z e^^ z. Spitzer, Ie Forts. S. 51. 

34) Hoewel voor het geval dat in (37d) p-{-g — 1=0 is, door andere 
methoden de integraal moet worden aangevuld, meenen wij hier toch van 
eene volledige analyse te moeten spreken. Zie $ 30. 



Digiti 



zedbyGpOgle 



107 § 101. 

terwijl bij de laatste de te integreeren (Spitzersche) ver- 
gelijking eerst door herleidingen voor de behandeling wordt 
geschikt gemaakt, welke herleidingen naar gelang van de 
bijzondere waarden der coëfficiënten verschillen; waarna 
zij, door eigenschappen en analogiën geleid, de integraal 
oplevert in den vorm eener bepaalde integraal 
y = G^ S'nP-} (1 — mY-^ e- ""'du + 

-{-C^xy-P-^ J%r-^{\ — u)-i^ e-"^ du , . . . {37e) 

die alleen geldt voor de vei^elijkiug in den normaalvorm 
(37d), wanneer p en. q positieve gebruikelijke breuken 
voorstellen, en die bovendien voor ;? + ? — ^ ^^ ^ ^®^® 
kleine wijziging moet ondergaan om niet in eene bijzon- 
dere integmal te vervallen. 

In theoretische waarde en eenvoud van uitkomst kan 
dan ook de integratie der Spitzersche vergelijking in gee- 
nen deele wedijveren met die der algemeene lineaire ver- 
gelijking met standvastige coëfficiënten door de methode 
van den integreerenden factor; in practische waarde staat 
zij echter veel hooger, — daar de integratie dezer laatste 
vergelijking reeds sedert lang langs andere wegen was 
verkregen — hoewel de integratie door den integreeren- 
den factor eene in alle opzichten algemeene vergelijking 
beoogt, terwijl de Spitzersche vergelijking slechts als eene 
betrekkelijk algemeene kan worden aangemerkt. 

102. De toepassing van de methode der bepaalde inte- 
gralen op de lineaire vergelijkingen der tweede orde be- 
paalt zich tot hiertoe voornamelijk tot de integratie van 
de bovengenoemde Spitzersche vergelijking en van die van 
Liouville (Raabe, S. 280) 

(ö2 + *2^ + ^2^?)/ + K + ^i^')y + ^oy = 0, . . . (60) 

waartoe o. a. de vergelijking van Euler (Vol. II. Cap. XI. 

p. 264) 

x^ {a^ -f b^ XV) f + ^ (^1 + b^ xP) y -f («o + *o XP) y = O, (61) 
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door de substitutie van a^-=zx^ en y:=zx^Zy en 
de vergelijking (Weiier, Crelle. Bd. LI. S. 123) 

'^ (^ + «2)V" + ^ (^ + «2) («1 + *i ^) y -+- 

+ K4-*o^ + ^o-^').y = o (62) 

kunnen worden teru^ebracht. 

103. Heeft men eene differentiaal- vergelijking, die als een 
bijzonder geval der Spitzersche en Liouvillesche kan wor- 
den beschouwd, dan kan haar algemeene integraal uit die 
van deze worden afgeleid; in de toepassing doet men dit 
echter zelden, vooral wanneer de vei^elijking zeer een- 
voudige coëfficiënten heeft, omdat de herleiding der verge- 
lijking tot den normaalvorm (37^) meestal meer werk ver- 
eischt, dan de rechtstreeksche toepassing der methode. Ge- 
woonlijk past men daarom onmiddellijk de methode toe, 
na al of niet de vei^elijking tot een meer geschikten vorm 
te hebben gebracht. 

Zij bijv. de vergelijking 

^/' + Aiy + Ao^j^ = 0, (47) 

waarin wij aan A^ eene positieve waarde toekennen, en 
stelt men hierin voor de bijzondere integraal 

dan verkrijgt men voor Uq en Ui de waarden 

Uo = Aj t^ 
en Ui = «^2"|-Ao, 

en dus voor de bepaling van U, u^ en «^ * de vergelij- 
kingen 





U = 


1 

«3 + Ao 


/■-= 


Al tt 


-du 


en 


g«X 




-iu 



= 0. 




Uit de eerste 


volgt 
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U = («« + A„)^-^ 



waardoor de tweede overgaat in 

en hieraan wordt voldaan, behalve door 



voor positieve x door 

U = 00 

en voor negatieve x door 

U = + Qo; 

zoodat men in het eerste geval voor de algemeene inte- 
graal vindt 



-^-Ao ^A,^i 



+ C2/ e^^'iu^ + A^) 2 ch (47a) 

— 00 
Beide bijzondere integralen gelden voor Aj "> O geheel al- 
gemeen ^*) voor elke positieve waarde van x. 
Voor Aj = 2 gaat deze algemeene integraal over in 



^ = Cj— ^ + (C,-C,) — c,^- 

of wat hetzelfde is in 

^ = C, +C2 . 



'*) Zie Mayr, S. 97; Mayr beschouwt echter deze integraal als algemeen 
geldig, dus ook voor A,<0; deze dwaling vloeit voort uit zijne bepaling 
van Wi en Wg uit 

7.onder daarbij de waarde van U in het oog te houden. 
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De waarde 

f, ODX 

^ = c,— -=o 

\ 'X 

kan hierbij als eene bijzondere oplossing worden beschouwd. 
Wil men echter de van de waarden van x afhankelijke 
grenzen -f- ^ ^^^ — ^ geheel buiten rekening laten^ dan 
kan, zooals de bewerking van zelve aanwijst, de tweede 
bijzondere integraal niet onmiddellijk door dezelfde me- 
thode verkregen worden. Men kan alsdan van eene der 
aanvullings-methoden gebruik maken; liever gaat men 
echter aldus te werk: eerst herleidt men de gegeven ver- 
gelijking door te stellen y^=.xi* Zy waarin de waarde van 
p onbepaald is gelaten, om haar na de substitutie zoodanig 
te kunnen kiezen, dat de komende vei^elijking denzelfden 
vorm verkrijgt als de oorspronkelijke. Door die substitutie 
verkrijgt men, na deeling door a^^^, 

^'^" + (2;? + Ai);r^' + |>Cp-l) + AiP + Ao^]^ = 0, 

zoodat men dit doel bereikt door p- te binden aan de voor- 
waarden 

2;? + Al > O en ^ Aj 

en p{p — l) + Ai/? = 0. 

Hieruit vindt men voor p 

p = l — Aj, 

waardoor de verkregen vergelijking overgaat in 

^/'+(2 — Ai);^' + Ao^^=0 (47b) 

Is nu hierin A^ <^ 2, dan heeft deze vergelijking in ana- 
logie met de oorspronkelijke tot bijzondere integraal 






'l/- Ao --Al 

é^{u^'\'k^) 2 du, (47c) 

zoodat men voor de gezochte tweede bijzondere integraal 
vindt 
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= CsX^-*tJ't[ e«'(«2 + A,) ^' du . . . (47d) 



Deze geeft met de eerate 






(47e) 

verbonden de algemeene integraal, die nu echter alleen 
geldt voor 

0<Ai<2, 

en ook voor A^ = 1 door eene der aanvullings-methoden 
moet Worden aangevuld. 

Valt nu Aj op of buiten deze grenzen, dan kan men 
ook van deze aanvullings-methoden gebruik maken; of 
men kan den weg volgen, die door Spitzer werd voorge- 
schreven en op verschillende vei'gelijkingen toegepast, en 
waarbij de gegeven vergelijking- uit eene andere 

voor 0<^<«<^1 door achtereenvolgende differentiaties en 
substituties wordt geconstrueerd; — hierop komen wij la- 
ter terug (§ 133) — of eindelijk kan men van de methode 
van den integreerenden factor gebruik maken. Voor de 
integreerende vergelijkingen van (47) en (47^) vindt men 
namelijk 

^''+(2_A,)$' + A,^(Ï) = 

en x(p'' -\-A^0' + A^x0 = O, 

dus juist de vergelijkingen. (47^) en (47), zoodat de gevon- 
den bijzondere integraal (47^) een integreerende factor is 
van de vei^elijking (47^). Is nu A^ ">- 2, dan integreere 
men de vergelijking (47^) door behulp van den integree- 
renden factor (47e); en is A^-^O, dan kan zulks met de 
oorspronkelijke vei^elijking zelve geschieden door middel 
van (47c). 
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In dit laatste geral yerkrijgt men roor den integree- 
renden factor 

n^~A. A, 

en hieruit terstond voor de eerste integraal der vergelij- 
king 

x/ — A,y' + A^Tf = 

de lineaire rergelijking der eerste orde 

die yerder gemakkelijk in quadraturen kan worden opgelost. 
• Is nu hierin Aj even, dan kan de waarde der bepaalde 
integralen in een eindigen vorm worden uitgedrukt, zoodat 
alsdan de oplossing vereenvoudigd Wordt. Is bijv. Aj = 4 
en Aq = — 1 en dus de vergelijking 

xf—^i/' — xi/ = 0, (63) 

dan wordt 

of na ontwikkeling 

(J) = 4- [^ (^^ — 3 ^ + 8 ) — ö- ' (ar2 4- 3 a? + 8 ) ] . 

Voor de eerste integraal vindt men alsdan na herleiding 

^y[ö* (a,8_3^ + 3) — 6-'(;p2^3;r + 3)] — 
—y [3e'{w—l)^ — er-' {a^ _ 3)] _ d ar^ = O , 

" waaruit de algemeene integraal gevonden wordt door toe- 
passing der formule 
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Hoewel liierbij de algemeene integraal der vei^elijking 
niet in zulk een eenvoudigen vorm voorkomt als bij het 
volgen van den bovengenoemden door Spitzer voorgeschre- 
ven weg, is toch deze afleiding van gewicht, daar zij ons 
doet zien, hoe de methode van den integreerenden factor 
er toe kan bijdragen om de bezwaren te helpen overwin- 
nen, die somtijds de toepassing van de methode van de 
bepaalde integralen in den weg staan. In § 51 hebben wij 
trouwens reeds aangewezen, van hoeveel belang de aan- 
wending van de methode van den integreerenden factor 
kan zijn bij de werkelijke toepassing van de methode, 
welke wij thans beschouwen, wijl daardoor het aantal 
bijzondere gevallen, in welke de Spitzersche vergelijking 
langs een veel eenvoudigeren weg kan worden geïntegreerd, 
bijna verdubbeld wordt. 

104. De algemeene integraal, die wij boven voor 

0<A,<2 
vonden, kan gebracht worden in den vorm 



+ CciX^-^^J''Cos{a^iyA^.Cosu)8in^-^^ udu,.. (64) 

en in dezen vorm wordt zij ook verkregen, wanneer men 
haar afleidt uit de reeksen, die de toepassing van de me- 
thode der onbepaalde coëfficiënten oplevert (§ 78). 

Aan deze afleiding der bepaalde integralen uit de eerst 
gevormde reeksen werd, zooals wij vroeger reeds opmerk- 
ten, door Euler de voorkeur gegeven boven de onmiddel- 
lijke afleiding uit de diflferentiaal-vei^elijking zelve, wijl 
hij in deze laatste slechts kon slagen door zeer omslach- 
tige berekeningen, die bovendien steunden op al te veel 
willekeurige onderstellingen. Door de bemoeiingen van 
latere wiskundigen is echter die onmiddellijke afleiding 
zoozeer van phase veranderd, dat men thans geen grond 
meer vindt om den anderen weg in te slaan. Behalve dat 
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de voorafgaande bepaling der reeksen reeds als een omweg 
moet worden beschouwd en dat de sommatie dezer reeksen 
geheel en al afhangt van de omstandigheid of er integra- 
len bekend zijn, tusschen welke dezelfde of analoge ver- 
houdingen bestaan als tusschen twee opeenvolgende termen 
dier reeksen, staat die afleiding bij de onmiddellijke verre 
achter in sierlijkheid en kortheid van bewerking, volledig- 
heid der analyse en vooral ook in algemeenheid van toe- 
passing. Geene enkele differentiaal-vergelijking, die ook 
maar in eenig opzicht met die van Spitzer of Liouville in 
algemeenheid kan wedijveren, is ooit door de methode der 
reeksen in gesloten vorm geïntegreerd geworden. Zelfs bij 
de toepassing op de binomische vergelijkingen 

y(") = Aa:Py, (44) 

die van alle differentiaal-vergelijkingen voor de aanwen- 
ding der reeksen den meest geschikten vorm hebben, is 
de onmiddellijke afleiding door de methode der bepaalde 
integralen verre te verkiezen boven de afleiding uit de 
reeksen. Alleen als bij uitzondering gelukt dan ook de 
gesloten integratie van zulk eene vergelijking door de 
methode der reeksen, terwijl door de onmiddellijke aflei- 
ding voor p een positief geheel getal, of voor ^ =: 2* (de 
vergelijking van Riccati), enz. volledige integralen zijn 
verkregen. 

105. Bij de beschouwing van de methoden der reeksen 
hebben wij gezien (§ 75 en w.), hoe voorzichtig men moet 
zijn met de uitkomsten, die deze methoden opleveren. Steeds 
moet de convei^entie dier reeksen worden onderzocht en 
de onbruikbare worden verworpen; bij de toepassing van 
de methode der bepaalde integralen heeft men op eene 
overeenkomstige omstandigheid te letten (§ 96) en het is, 
hoewel gemakkelijk te verklaren, toch merkwaardig, dat 
in den regel de laatste ondoorloopende integralen geeft, 
waar de eerste tot divergeerende reeksen voeren, — waar 
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bij de laatste de bijzondere integralen in eene enkele over- 
gaan, heeft dit ook bij de eerste plaats, — en voor de 
waarden,, waarbij de laatste eene algemeen bruikbare uit- 
komst geeft, is dit ook bij de eerste het geval. Voor de 
eenvoudige vergelijking 

V' + Aiy + A,^ = (47), 

heeft men zulks boven reeds kunnen opmerken, maar 
zelfs bij de algemeene vergelijking van Liouville 

(^-^) {^-I3)f- [{B+p- 1) {x-x)+{A^-l) {^-(3)-]^'+ 
-^p{A + B + p — l)y = (60a) 

neemt men die overeenstemming waar; zie Spitzer, 1^ 
Forts. § 24—37. 

Bij de methode der bepaalde integralen kan men echter 
de oorzaken van het niet gelden der integi'aal, zooals het 
voorkomen van logarithmische bestanddeelen, enz. veel ge- 
makkelijker uit den weg ruimen dan bij die der reeksen: 
de vorm van de uitkomst is daartoe meer geschikt. Dit 
laatste neemt echter niet weg, dat bij geene enkele me- 
thode van deze derde soort de bepaling van de onbepaalde 
standvastige grootheden, die de vastgestelde functie bevat, 
zooveel moeite kost als bij die éer bepaalde integralen. 

Behalve bij de toepassing op de lineaire vergelijkingen 
met standvastige coëfficiënten, waarbij deze methode met 
die der Eulersche vormen overeenstemt, vereischt die be- 
paling de oplossing eener met de gegevene overeenkom- 
stige differentiaal-vergelijking, wier orde niet van de orde 
dev gegevene, maar alleen van den graad der verander- 
lijke coëfficiënten afhangt. Van daar dan ook, dat geene 
enkele dier methoden in het algemeen zooveel arbeid ver- 
eischt als juist deze. Die arbeid is natuurlijk het minst, 
wanneer de coëfficiënten der vergelijking de veranderlijke 
x slechts in de eerste macht bevatten; wil men echter in 
dit geval tot eene zoo volledig mogelijke integratie gera- 
ken, dan maken de herleidingen, die men behoeft, de op- 
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lossing" eenigszins omslachtig. Bovendien moeten de grenzen 
uit eene algebraïsche vergelijking van hoogeren graad 
worden bepaald en dan nog komt het voor, dat de ver- 
kregen uitkomst meer dan het vereischte aantal willekeu- 
rige standvastigen bevat, en dus nog de substitutie in de 
gegeven vergelijking de noodzakelijke betrekkingen tus- 
schen die standvastigen moet opleveren. 

106. Strikt genomen zou alleen dan de hoeveelheid 
arbeid, dien de integratie-methoden vereischen, kunnen 
vergeleken worden, wanneer verscheidene algemeene diffe- 
rentiaal-vergelijkingen door verschillende methoden onder 
dezelfde omstandigheden konden worden geïntegreerd. Dit 
is echter slechts voor een paar methoden met enkele ver- 
gelijkingen het geval. 

Zoo kan de vergelijking 

(a, + b,x + c,x^)f + {a, + i,:t)y' + a,y = . . . (60) 

door de methode van Liouville en door die der bepaalde 
integralen worden opgelost (Liouville, Ec. Polyt. T. XIII. 
Cah. XXI. 1832; Raabe, S. 280; Spitzer, Ie Ports. 3er Ab- 
schnitt; enz.) ; en, indien men alleen den arbeid beschouwt, 
welken beide methoden daarbij vereischen, dan valt de 
vei^elijking geheel en al uit ter gunste van de methode 
van Liouville — wel een bewijs, dat de te verrichten ar- 
beid weinig kan beslissen aangaande de waarde eener 
methode. — Evenzoo kan de algemeene integraal der Spit- 
zersche vergelijking door symbolen of door diflferentiaal- 
quotienten met willekeurige indices worden voorgesteld, 
waartoe veel minder arbeid vereischt wordt, dan voor de 
algemeene, volledige integratie door de methode der be- 
paalde integralen: wat geeft echter hierbij de geringe ar- 
beid, wanneer hij eene onbruikbare uitkomst oplevert! 

Geene vergelijking werd door zoo vele verschillende me- 
thoden en op zoo verschillende wijzen geïntegreerd als de 
vei^elijking 
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y'+[Ao_^(^]^ = 0, (65) 

en de dóór de substitutie van yzmafz hieruit afgeleide 

^" + 2«y + A,^j^ = (47i) 

(Poisson, Éc. Poljt. T. XII. Cah. XIX. 1823; Serret, Comp- 
tes rendiis, 1843; Kelland, Edinbui^hTransact. 1853;Cour- 
not. p. 249; enz. enz.); maar ten aanzien van den arbeid, 
dien deze methoden vereischen, kan men uit die verschil- 
lende oplossingen slechts vage gevolgtrekkingen maken, 
daar de verkregen uitkomst niet bij alle dezelfde geldig- 
heid bezit, zij op een veel te gering aantal voorbeelden 
zouden steunen, en bovendien genoemde vergelijkingen 
meer geschikt zijn om door de eene methode dan door de 
andere te worden geïntegreerd. 

In 't algemeen kan men echter zeggen met het oog op 
de integratie-methoden, die de integraal in een gesloten 
vorm opleveren: hoe algemeener eene methode kan worden 
toegepast en hoe vollediger analyse men daarbij verkrijgt, 
hoe meer werk zij vereischt. 

b. DE METHODEN DER SYMBOLEN. 

107. Elke differentiaal- vergelijking kan beschouwd wor- 
den als de uitkomst van eene zekere bewerking, uitge- 
voerd op eene functie, die de eerste integraal is van die 
vergelijking; deze eerste integraal weder als het resultaat 
van eene gelijksoortige bewerking volbracht op eene func- 
tie, die dan de tweede integraal is van de oorspronkelijke 
differentiaal-vergelijking^ deze tweede integraal weder als 
het resultaat van zulk eene bewerking, verricht op de 
derde integraal, enz. Aldus beschouwd verschijnt die diffe- 
rentiaal-vergelijking als de eind-uitkomst van eene reeks 
van gelijksoortige bewerkingen, achtereenvolgens uitgevoerd 
op de primitieve functie, die als de algemeene integraal 
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dier vergelijking wordt aangemerkt. Was men dus in staat 
om op de gegeven differentiaal-vergelijking de omgekeerde 
bewerkingen in omgekeerde volgorde toe te passen, dan 
zou men langs den meest natuurlijken weg tot die alge- 
meene integraal moeten geraken. Bij de Eulersche integratie 
der volkomen differentiaal-vergelijkingen wordt dit in ze- 
keren zin verricht; het is echter uit den aard der zaak 
duidelijk, dat de integratie der onvolkomen difiTerentiaal- 
vergelijkingen, — bij wier vorming differentiatie en her- 
leiding elkander geregeld of ongeregeld afwisselen, of die 
de eenvoudige uitdrukking zijn van de eene of andere 
wet, — op deze wijze met onoverkomelijke bezwaren moet 
gepaard gaan ten gevolge van de onbekendheid met de 
bewerkingen, die men heeft ,uit te voeren. Bij de methode 
van den integreerenden factor tracht men wel de factoren 
te bepalen, die bij de laatst volvoerde bewerking kunnen 
zijn 'weggevallen, om daarna de omgekeerde bewerking, 
de integratie, te kunnen verrichten; maar verder dan over 
eene enkele bewerking strekt zich daarbij het onderzoek 
zelden uit. De methode, die zich in het bijzonder het on- 
derzoek naar die bewerkingen ten doel stelt, deze door 
eenvoudige teekens, symbolen, uitdrukt en in zeker op- 
zicht op de aldus voorgestelde differentiaal-vergelijking de 
omgekeerde bewerkingen leert toepassen, is onder den naam 
van symbolische .methode bekend. Als een produkt 
der laatste veertig jaren is zij nog in den bloei der jeugd, 
maarnu reeds heeft zij door de onderzoekingen viin ver- 
schillende wiskundigen (waaronder Lobatto eene eerste plaats 
inneemt), zoo vele en zulke uitstekende resultaten opge- 
leverd, dat wij niet aarzelen haar onder de voornaamste 
integratie-methoden op te nemen. 

108. Bij geene enkele der methoden verschilt de wijze, 
waarop men het voorgestelde doel tracht te bereiken, zoo 
zeer als bij» deze symbolische; alles hangt bij deze af van 
den aard der vergelijking, waarop men haar wil toepassen. 
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De eenvoudigste toepassing heeft voorzeker plaats op de 
lineaire vergelijkingen met standvastige coëfficiënten; is 
namelijk 

(p {m) = O 

de équation caractéristique van zulk eene vergelijking, dan 
kan deze worden voorgesteld door 

cp{di)y = X, (XVIII) 

en wijl hierin dg als eene quantitatieve grootheid kan 
worden beschouwd, levert de ontwikkeling van 

onmiddellijk de algemeene integraal (Lobatto, N. Verh. K. 
Ned. Inst. blz. 97). Neemt men bijv. het geval van onge- 
lijke wortels, dan verkrijgt men 

^ = f ^('^'-'«*)-^x, . . . (xvraa) 



wanneer m^^, m^, nin de wortels van (p{m) = voor- 
stellen. Met dezen op zich zelf onbruikbaren vorm moet 
men zich bij de toepassing der methode tevreden stellen, 
of men moet andere methoden te hulp roepen voor de 
bepaling van de beteekenis der eenvoudige uitdrukking 

{dg — mt) ""^X, 

waarvan de verdere oplossing geheel en al afhangt. 

Zuiver practisch voordeel kan men aan de voorgaande 
integratie niet toekennen boven die, welke men verkrijgt 
door de toepassing van de methode xan den integreeren- 
den factor. Geen van beide methoden wordt om het be- 
trekkelijk vele werk, dat zij vereischen, bij de beschouwde 
vergelijkingen rechtstreeks toegepast. Indirect gebruikt men 
daarbij de aanwijzingen van de laatstgenoemde methode, 
zooals de Eulersche vormen; maar eerst lang nadat men 
door deze vormen genoemde vergelijkingen had leeren op- 
lossen, werden zij door die methode als de ware bijzon- 
dere integralen aangewezen. 
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Voert men alle bewerkingen bij de beide bovengenoemde 
methoden uit, dan is stellig de toepassing van die van 
den integreerenden factor de meest omslachtige {zie Mayr, 
§ 26 en § 27), maar dan is ook de daardoor verkregen 
analyse volkomen; en juist die volledige, streng weten- 
schappelijke analyse, welke aan de methode hare hooge 
waarde geeft, is bij de toepassing der symbolische methode 
nooit te verkrijgen. 

109. Bij de lineaire vergelijkingen met veranderlijke 
coëflScienten komen de symbolen 

X en dg 

verbonden voor en, daar deze niet aan dezelfde wetten zijn 
onderworpen, kunnen die vergelijkingen niet op dezelfde 
wijze als die met standvastige coëfficiënten worden behan- 
deld. Om ze voor eene symbolische behandeling geschikt 
te maken, moet men ze in het algemeen eerst herleiden. 
Die herleiding is echter in den regel eenvoudig; men 
voert (Boole, Philos. Transactions. 1844. Part. II. p. 232) 
namelijk eene nieuwe onafhankelijk veranderlijke in door 
de substitutie x^=ie^ en komt daardoor tot eene vergelij- 
king van den vorm 

[/. K) +/i ¥.) e» +/, (A) e^" + ...:.] y = F (««), (XIX) 
welke geene verbonden symbolen t^V« meer bevat en waarin 
dus du als eene quantitatieve grootheid kan worden be- 
schouwd. Volvoert' men nu op deze vergelijking de be- 
werking door de uitdrukking [/o(^4)]~^ aangewezen, dan 
verkrijgt men 

waarvóór men kan schrijven 

[l-f Cï)i(^).«.f (Ï),K)^'"+ ]y = U; . . . (XlXa) 

en deze vergelijking is de meest algemeene symbolische 
voorstelling van de lineaire vergelijking met veranderlijke 
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coëfficiënten, waarin ook die met standvastige coëfficiënten 
ligt opgesloten. 

110. In verreweg de meeste gevallen is de vergelijking 
(XlXa) niet in een gesloten vorm te int^reeren; alleen 
wanneer zij in enkele bepaalde vormen voorkomt, is die 
integratie tot hiertoe gelukt, en dan dikwijls nog alleen 
onder gunstige omstandigheden. 

Vooreerst is dit het geval, wanneer cpjt(^„) voorkomt in 
den Yorm 

AkX{du)x{du-l) X{du-i+l)e'% 

wijl men hiervoor kan schrijven 

A*[%K)^«]*, 
en daardoor de genoemde vergelijking den veel eenvou- 
digeren vorm 

(1 + Al % K) e- + A, [x {du) e^-]^ + + A« [x W e-y}y = U 

aanneemt. Beschouwt men nu hierin x W e"* als een enkel 
samengesteld symbool tt», dan gaat deze vergelijking over in 

[A,;r/ + A,^i;r««-i + + AiT« + lJy = U, (XlXb) 

waarin het symbool ^« aan dezelfde wetten is gebonden 
als boven dg of du. Daar nu de afleiding van de algemeene 
integraal met standvastige coëfficiënten (§ 108) niet alleen 
geldt voor het symbool dg, maar ook voor elk ander en- 
kelvoudig of samengesteld symbool, dat aan dezelfde wet- 
ten onderworpen is, zal de voorgaande vergelijking als 
zulk eene lineaire met standvastige coëfficiënten kunnen 
worden behandeld en dus ook de uitkomst opleveren door 
vergelijking (XVIIIa) aangegeven, wanneer men daarin 
dt door TTu vervangt. Men verkrijgt dus, indien ook hier 
^i, rn^y. , nin de wortels van de vergelijking 

(p (wï) = A„ ;/«« + A„ ^ 1 «»« - 1 + + Al »« -f 1 = O 

voorstellen en deze alle ongelijk zijn, 
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waarin w« door x W ^^ moet worden vervangen. Het 
hangt nu geheel en al van de waarde van x W ^^^ of 
de verkregen vergelijking (XIXc) voor eene verdere ge- 
sloten integratie vatbaar is. Zulks zal steeds het geval 
zijn, wanneer 

is en dus tot eene vergelijking der eerste orde voert. De 
meest algemeene vergelijking der tweede orde, die op die 
wijze kan worden geïntegreerd, is echter 

+ [(*— 1) bp+{a + l) bqx + {a^l) (a + 2)r^2] ^ ^ o,(66) 
'®) en deze staat in algemeenheid verre achter bij de ver- 
gelijkingen van Spitzer (§ 99) en Liouville (§ 102). 

111. In de tweede plaats kan de vergelijking (XIX*) 
den vorm hebben der binomische 

[i-f$W^"]y = u, (XX) 

en ook in dit ggval heeft men kans in de integratie vol- 
gens deze methode te slagen. Het is dan ook vroeger reeda 
opgemerkt, dat de binomische vergelijkingen zich het best 
leenen voor de behandeling van elke minder rechtstreek- 
sche methode. Van daar dan ook, dat de symbolische me- 
thode, even als verscheidene andere, het meest op deze 
vergelijkingen of op zulke, die tot den binomischen vorm 
kunnen worden gebracht, is beproefd. Ook hier maken 
de herleidingen een wezenlijk deel der oplossing uit. Deze 
herleidingen hebben daarbij ten doel die vergelijkingen 
tot jfrimaire terug te brengen, dat is: tot binomische ver- 
gelijkingen, die in den gewonen vorm onmiddellijk kun- 
nen geïntegreerd worden. Of men dan ook in de gesloten 
integratie eener symbolische binomische vergelijking zal 



'*) Kapteijn, bL 48. Zoowel in de opgave als in de oplossing zijn daar 
echter drukfouten ingeslopen. 
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slagen, hangt geheel en al daarvan af, of het gelukt deze 
in zulk eene primaire om te zetten. Het aantal bekende 
primaire vergelijkingen bepaalt dus hierbij grootendeels 
de algemeenheid van toepassing der methode; dat aantal 
is echter zeer gering en men heeft alle redeneti om te 
onderstellen, dat het steeds zeer gering zal blijven, zelfs 
dan nog, wanneer men er diegene onder opneemt, welke 
bij bijzondere vergelijkingen behooren, die geheel en al 
den stempel der algemeenheid missen (Boole, p. 428). 

Zoolang algemeene primaire vergelijkingen ontbreken, 
zijn dergelijke bijzondere van veel gewicht, en zal de ver- 
dere ontwikkeling dezer methode voor een groot deel af- 
hangen van het vinden van zulke bijzondere primaire 
vergelijkingen en bij gevolg ook van de ontwikkeling. der 
overige meer rechtstreeksche integratie-methoden. 

112. Geene enkele methode is dan ook zoo hulpbehoe- 
vend als juist de symbolische; zonder de hulp van eene 
andere integratie-methode kan men door haar niet ééne 
vergelijking integreeren; met deze laatste verbonden voert 
zij echter dikwijls tot zeer gunstige resultaten, en — daar 
de eind-vergelijkingen, voor wier integratie men de hulp 
dier andere methoden behoeft, zeer eenvoudig geïntegreerd 
kunnen worden in vergelijking der oorspronkelijke, — 
wordt alsdan de verkregen uitkomst ten onrechte geheel 
aan de symbolische methode toegeschreven. Bij de lineaire 
vergelijkingen met Veranderlijke coëflTicienten bestaat eigen- 
lijk de geheele methode slechts uit een of meer her- 
leidingen, wier eenig doel is om eene moeilijk te behan- 
delen vergelijking in een eenvoudigen vorm te brengen, 
die geïntegreerd kan worden. Uit het wezen der differen- 
tiaal-vergelijkingen volgt, dat men door die herleidingen 
slechts onder gunstige omstandigheden dat doel kan be- 
reiken en dat wel des te meer, naai^elang de symboli- 
sche eind-vergelijking onder meer verschillende vormen 
mag voorkomen. 
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Tot hiertoe zijn er slechts twee zoodanige vormen op- 
gespoord: de lineaire (§ 110) en de binomische (§ 111). 
De laatste is veel algemeener dan de eerste; een groot 
aantal vergelijkingen neemt na eene goed gekozene her- 
leiding den bincynischen vorm aan, — maaï, zooals wij 
boven gezien hebben, is ook zelfs het aantal symbolische 
binomische vergelijkingen, dat werkelijk geïntegreerd kan 
worden, zoo klein, dat het nog ala een groot voorrecht 
moet beschouwd worden als eene differentiaal-vergelijking 
na volbrachte herleiding daartoe behoort. Om een enkel 
voorbeeld te geven : zal de binomische vergelijking 

integreerbaar zijn, dan moet zij tot de primaire *'^) 

[l + ^,^']y = V (67a) 

kunnen worden teruggebracht en dit is alleen dan het 
geval, wanneer al de p's voldoen aan de voorwaarde 
(Boole, p. 424) 

i?i — Pk + 1 — k:=z6n, 
waarin 6 een willekeurig positief of negatief geheel getal 
voorstelt; eene omstandigheid, die in de werkelijke toe- 
passing slechts zelden zal plaats vinden. Zoo geeft de 
eenvoudige vergelijking 

a-/' + Ajy + Aoay = '..(47) 

in symbolischen vorm gebracht 

eene vergelijking, die slechts tot eene primaire kan wor- 
den herleid, wanneer Aj een geheel getal voorstelt. 



'T) De vergelijking (67») is de symbolische vorm voor 
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Eene der meest algemeene vergelijkingen der tweede 
orde, die op deze wijze met vrucht kan worden behan- 
deld, is 

+ [a,b{a,-b)+b,{b,-l)x']y=.X (68) 

voor elke geheele positieve waarde van b — a^ (zie Kap- 
teijn, blz. 62). 

113. In algemeenheid van toepassing staat dan ook de 
symbolische methode verre achter bij die der bepaalde 
integralen. Geene enkele lineaire vergelijking met veran- 
derlijke coëfficiënten, die ook maar, wat hare algemeen- 
heid betreft, met die van Spitzer ^®) of van Liouville op 
eene lijn kan geplaatst worden, is tot hiertoe door haar 
geïntegreerd. Zal eene vergelijking, al is zij ook slechts 
van de tweede orde, met vrucht door haar kunnen worden 
behandeld, dan moeten hare coëfficiënten óf een bepaalden 
vorm hebben, óf van elkander afhangen, zoo als zulks 
bijv. bij de vergelijkingen (66) en (68) plaats heeft. 

Nog meer is dit het geval wanneer de differentiaal-ver- 
gelijking tot eene hoogere orde opklimt: terwijl voor deze 
de methode der bepaalde integralen bijna steeds minstens 
ééne bijzondere integraal oplevert, vereischt de mogelijk- 
heid van (ie toepassing van de symbolische methode zoo- 
vele en zulke bepaalde voorwaarden, dat de vergelijkin- 
gen, die door deze methode kunnen worden opgelost, niet 
anders dan een zeer bijzonderen coëfficienten-bouw kunnen 
bezitten. 



^ De vergelijking 
geeft de symbolische 

-welke alleen vóór geheele waarden van a en 6 tot eene primaire kan wor- 
den teruggebracht; voor de herleide Spitzersche vergelijking voert dus deze 
vorm nooit tot eene goede uitkomst. 
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§ 114. . 126 

114. Zijn echter de coëfficiënten van dien aard, dat de 
methode kan worden toegepast, dan kan de oplossing met 
die der bepaalde integralen zeer goed wedijveren in kort- 
heid van bewerking; en zelfs in gevallen, waarin de coëf- 
ficiënten een tamelijk ingewikkelden vorm hebben, is zij 
dikwijls boven deze te verkiezen, doordat zij spoediger tot 
de algemeen e integraal voert. Bovendien levert zij on- 
middellijk de integraal der niet-herleide vergelijking, wat 
wel degelijk in aanmerking moet genomen worden. 

115. Wanneer door eene methode eene meer of min al- 
gemeene vei^elijking volledig geïntegreerd is, kan men 
voor de coëfficiënten dier vergelijking willekeurige eindige 
waarden aannemen, steeds zal de integraal der daardoor 
verkregen vergelijking uit de algemeene integraal der eerst- 
genoemde kunnen worden afgeleid. Gelukt het derhalve 
door eene methode zulk eene algemeene vergelijking te 
integreeren, dan neemt daardoor de waarde der methode 
in hooge mate toe, zooals bijv. met de methode der be- 
paalde int^ralen het geval is geweest door de integratie 
der Spitzersc'he vei^elijking. 

116. Middellijke toepassing der methode. Door de sym- 
bolische methode is zulk eene algemeene integratie eener 
vergelijking met veranderlijke coëfficiënten in dien zin 
tot hiertoe niet gelukt; toch biedt zij een gelijksoortig 
voordeel aan, dat met de constructie der diflferentiaal-ver- 
gelijkingen in verband staat en des te belangrijker is, 
wijl daardoor tal van vergelijkingen van de tweede en 
hoogere orde kunnen gevonden worden, wier integratie 
onmiddellijk tot die van lineaire vergelijkingen met stand- 
vastige coëfficiënten kan worden teruggebracht. In § 110 
is namelijk reeds opgemerkt, dat de integratie van deze 
laatste vergelijkingen niet alleen geldt voor het symbool 
dxy maar ook voor elk ander enkelvoudig of samengesteld 
symbool ir^y dat aan dezelfde wetten als dx is onderworpen. 
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De vergelijking (Boole, p. 402) 

cï)(T,)^ = X (XXI) 

zal derhalve dan ook de uitkomst opleveren, door de ver- 
gelijking (XVIIIa) aangegeven, wa;nneer men daarin ^, door 
i^x vervangt. Onderstellen wij nu, dat men de gegeven 
differentiaal-vergelijking kan schrijven in den vorm 

^x(^. + ^)y = X, (69) 

waarin TCg een samengesteld symbool is en staat voor 

dan is de diflferentiaal-vergelijking zelve geweest 

/+[2/W + '-3y + {/W[/W + r]+/'W}^' = X; .(70) 

zoodat alle diflferentiaal-vei^elijkingen, die in dezen laat- 
sten vorm begrepen zijn, ook tot den voorgaanden (69) 
kunnen worden teruggebracht, en derhalve volgens de me- 
thode voor standvastige coëfficiënten kunnen worden ge- 
ïntegreerd. Neemt men nu voor f{x) willekeurige ratio- 
neele functiën van x aan, dan kan men zooveel vergelij- 
kingen van de tweede ordp, die men aldus kan integreeren, 
vinden, als men verkiest. 

117. Om op dezelfde wijze oplosbare lineaire differen- 
tiaal-vei^elijkingen van de derde en hoogere orde te ver- 
krijgen, kan men uitgaan van de vergelijking 

[^.(^. + r)(^. + *) ]J< = X, (71) 

en daarin aan Tx eveneens de waarde 

toekennen. Op verschillende wijzen kan men dit varieei*en, 
bijv, door 

T, = rfi+A4+/(ir) 

te nemen, enz. Telkens komt men op nieuwe integreer- 
bare vormen. Hoe hooger echter daarbij de orde der ko- 
mende vergelijking wordt, hoe ingewikkelder vorm zij in 
het algemeen zal verkrijgen, en hoe zeldzamer het in de 
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§ 117. 128 

toepassing zal voorkomen, dat eene bijzondere diflferentiaal- 
vergelijking tot den verkregen vorm behoort of kan ge- 
bracht worden (Kapteijn, blz. 39. d.). 

118. Verwisseling van symbool en argument. Behalve 
op de' boven beschouwde wijze kan het aantal integreer- 
bare lineaire difiTerentiaal-vergelijkingen met veranderlijke 
coëfficiënten ook onbepaald vermeerderd worden door eene 
handelwijze, die bekend is onder den naam van de //ver- 
wisseling van het symbool dx^ du, '^x, enz. met het ai^u- 
ment x of u^\ De verbindingen van deze symbolen met 
bewerkingen, die door functiën van het argument worden 
aangeduid, zijn namelijk onderworpen aan de^ beide wetten 
van Hargreave (Philos. Transact. 1848), die door de vol- 
gende formulen worden uitgedrukt: 

+ \f"{x).<p'{d,)y^ (XXH) 

en 

(p{x).f{ds)y =f{d.) mx).y] -f {dj) W{x).y\ + 

+ \f"{d.)W'{x).y-\- , (XXITI) 

waarvan de eerste den vorm der tweede aanneemt, wan- 
neer men djg vervangt door — x tn x door d^ ^*). 

Deze laatste omstandigheid leidt tot de gevolgtrekking, 
dat elke lineaire differentiaal-vergelijking, die in den vorm 
van, eene der twee genoemde vergelijkingen kan geschre- 
ven worden, niet alleen onmiddellijk kan worden opge- 
lost (wijl bijv. uit 

terstond volgt 

maar ook door de genoemde verwisseling van symbool en 



39) Voor de verwisseling van symbool en argument zie men Kapteijn, 
Hoofdstuk III. 
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gument aanleiding geeft tot de oplossing eener andere 
differentiaal- vergelijking; men moet echter hierbij wel in 
het oog houden, dat de oplossing in zuiver symbolischen 
vorm moet gehouden worden, en er dus geene bewerkingen 
mogen worden uitgevoerd of verwaarloosd, iets waartoe 
uitdrukkingen als {x^'^)0, enz. lichtelijk aanleiding geven. 
119. Door het gezegde zijn wij nu in staat om op eene 
gemakkelijke wijze de algemeene vergelijking 

^<P (^x) [/ W.y] + r(p'\d,) [/{x).y] = X . . . (72) 

symbolisch te integreeren. Neemt men namelijk 

als nieuwe afhankelijk veranderlijke aan, dat gaat zij 
over in 

a?C|)(rf,)0 + fC|)'(4);^ = X, • (73) 

wier oplossing door het vooi^aande wordt teruggebracht 
tot die van de vergelijking 

4[4>(— ^)-^] + ^$'(— ^)-^ = X, .... (74) 

wsiarvoor men kan schrijven 

y(ï)(— a?) + (r— l)^c|)'(— ;r) = X. 

Voor de integraal dezer laatste vei^elijking vindt men na 
herleiding 

derhalve voor die der vergelijking (73) 

en voor de gezochte integraal der gegeven vergelijking (72) 
^ = [/W]-n4'('^.)]-M'^''[<PK)]-'X}. . . (72a) 

Welke waarden men nu ook in de vergelijking (72) 
aan (^{d^ en f{x) toekenne, steeds zal men door behulp 
van (72a) in staat zijn de integraal der daardoor verkre- 
gen vergelijking in symbolischen vorm voor te stellen. Is 
daarbij r een positief of negatief geheel getal en komen 

9 
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slechts geheele machten van d^ in die uitdrukking voor^ 
dan heeft zij eene gemakkelijk aan te geven beteekenis en 
kan men die integraal ook op de gewone wijze uitdruk- 
ken. Bevat echter (72») gebroken machten van d^ of eene 
gebroken waarde van r, dan mist zij alle beteekenis en 
zijn de bewerkingen dus zuiver symbolisch; door de boven- 
genoemde verwisseling van symbool en argument komt 
men echter alsdan terug op de vergelijking (74), wier op- 
lossing voor elke waarde van r kan verklaard worden. 
119. Neemt men in de vergelijking (72) 

(^ {d,) = d,^+p^ d,^-^ + +pn 

voor eene geheele positieve waarde van n, dan kan men 
op deze wijze tot int^reerbare vergelijkingen geraken van 
de tweede, derde en hoogere orde; hoe meer hierbij echter 
de orde der vei^elijking stijgt, hoe minder algemeen de 
komende vergelijkingen zullen zijn en dus ook, hoe min- 
der waarde aan de afleiding moet worden toegeschreven. 
Die afleiding mist bovendien een algemeen karakter, door- 
dat steeds aan de bovengenoemde voorwaarden moet wor- 
den voldaan, wil men niet tot eene uitdrukking komen, 
die geen zin en dus ook geene waarde heeft, en derhalve 
niet als de integraal der vergelijking mag worden be- 
schouwd; zoo geeft de substitutie van 

(p {dz) = d^ -^-pdr + q, 
in de vergelijking (72): 

+ [(F+F')/W + (^^ + 2^)/'W + ^/'W]y = X,.(75) 
voor wier integraal men uit (72a) vindt 

y = [A^)r'(d/+pds+qy-'H^''' (d^'+pd^+ir^^h (75a) 

en deze laatste heeft slechts beteekenis, wanneer r een ge- 
heel getal voorstelt, of ook wanneer X = O en dus de 
vergelijking (75) herleid is. In dit laatste geval kan de 
gevonden integraal ontwikkeld worden in de som van twee 
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reeksen: stellen namelijk % en m^ de wortels voor van 
de vergelijking 

dan verkrijgt men 



+ C2 ^»*2 



^f 



deze reeksen zijn voor eene gebrokene waarde van r zel- 
den sommeerbaar, voor eene geheele waarde van r breken 
zij echter bij den (+) r^^^ term af, zoodat zij in dit geval 
tot eene gesloten uitdrukking voeren. 

120. De .bovengevonden vei'gelijking (75), hoewel ver 
van algemeen te zijn, bevat tal van bijzondere lineaire 
vergelijkingen der tweede orde, die zeer dikwijls in de 
toepassing van de leer der differentiaal-vergelijkingen voor- 
komen. Bijna al die bijzondere vergelijkingen zijn echter 
ook bijzondere gevallen van de vergelijking 

^/(o') y" + 2[^/(^) + V (^)] y' + [?^/(-^) + M' (^) + 

+ ^/"(^)]^ = 0, (76) 

welke uit de voorgaande verkregen wordt door jo = X = 
te stellen, zoodat de integraal dezer vergelijking door 

y = [/(^)]-i(^,2 + ^y-i{;.~i(^,2^y)-^0}. . . (76a) 

wordt uitgedrukt ^% ' 



4*) Stelt men in de vergelijking (76) 
dan verkrijgt men de vergelijking 

die het eerst door Hargreave (Philos. Transact. 1848. Part. I) en doof* Cur- 
tis (Cambridge and Dublin Mathem. Journ. Vol. IX. p. 279) werd opgelost. 
De eerste geeft de integraal in den vorm v^n (76») ; de laatste daarentegen 
in den vorm. 
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§ 120. 132 

Men kan echter de vergelijking (76) ook integreeren 
door de methode van de bepaalde integralen: zij gaat na- 
melijk door de substitutie van 

over in de bekende vergelijking (§103) 

^yi" + 2ryi' + ?^yi = 0, (47) 

zoodat men voor hare integraal ook vindt 

y=Ci [/(;r)]-ijr;«-i/='ï(«2-i)'-i^«+ 

+ C2;ri-«'[/(ar)]-i/;^'^^(«»-l)-''rf«,. . .(76b) 

welke nu echter alleen geldt voor 

0<r<l, 

en voor de overige waarden van r, zoowel als voor r == i- 
in eene bijzondere integraal overgaat (Zie §§ 103, 133 en 
176). Door deze dubbele integratie van de vergelijking (76) 
is men nu in staat om uit de overeenkomst van (76») en 
(76^) door analogie de symbolische integraal (72a) voor 
(p {d^ = ^i + 9 en X = O steeds tot den vorm van be- 
paalde integralen terug te brengen; ook voor andere waar- 
den van cj)(rfar) heeft men getracht door kunstgrepen de 
symbolische integraal aldus door bepaalde integralen voor 
te stellen; die pogingen moeten echter tot hiertoe als mis- 
lukt of onvruchtbaar beschouwd worden. 

121. De vooi^aande handelwijze is van gewicht doordat 
zij ons, evenals die van § 116, in staat stelt het aantal 
integreerbare vei^elijkingen onbepaald te vermeerderen. Zij 
heeft boven deze laatste voor, dat zij tot meer algemeen^ 
en in de toepassing meer voorkomende differentiaal-verge- 
lijkingen voert, doordat bij de handelwijze van § 116 en 
vv. de zaak niet zoo algemeen wordt opgevat. Dikwijls 
echter voert zij tot niets beteekenende integralen, eene 
oüistandigheid, die bij de laatstgenoemde nimmer kan 
voorkomen, wijl daarbij de integratie der geconstrueerde 
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vergelijkingen steeds tot die van lineaire vergelijkingen 
met standvastige coëflScienten wordt teruggebracht. Zij 
steunt bovendien op een minder vasten grond, doordat de 
formulen (XXII) en (XXIII), waarop alles aankomt, al- 
leen zijn aangetoond voor geheele machten van d^ en voor 
gebroken machten in analogie met de gebroken machten 
in de algemeene rekenkunde voor geldend worden aange- 
nomen: wil men trouwens bij de toepassing dier formulen 
tot eenig resultaat komen, dan moet (^{d^ wel eene ra- 
tioneele functie zijn van dx* 

122. Uit de voorafgaande beschouwingen blijkt, dat 
geene enkele hoofd-methode, die ook de integi*atie in ge- 
sloten vorm beoogt, op zoovele verschillende wijzen tot de 
integraal eener differentiaal-vergelijking kan voeren, als 
de symbolische. Zij omvat eigenlijk een geheel stelsel van 
integratie-methoden *^), wier respectieve toepassing geheel 
en al afhangt van den aard der differentiaal- vergelijking, 
die geïntegreerd moet worden. Die methoden, hoe uiteen- 
loopend ook in de toepassing, staan tot elkander in het 
nauwste verband en voor alle zijn dan ook beginsel, wijze 
van opvatting en doel, in hoofdzaak hetzelfde. Door die 
omstandigheid brengt de symbolische methode meer een- 
heid in de integratie der differentiaal- vergelijkingen, dan 
zulks bij de uitsluitende aanwending der overige hoofd- 
methoden het geval is, en bij het betrel^kelijk klein aan- 
tal vergelijkingen, dat door elke dezer laatste kan worden 
geïntegreerd, moet dit als het hoofdvoordeel der symboli- 



^*) Over de symbolische integratie eener dififerentiaal- vergelijking in reek- 
sen meenden wij te mogen zwijgen wegens de geringe practische waarde, 
die daai-aan verbonden is: alleen in geval de symbolische vergelijking bi- 
nomisch is en dit met de oorspronkelijke vergelijking niet plaats heeft, zal 
deze methode even spoedig tot de integraal voeren als die der onbepaalde 
coëfficiënten. Voorst gelden voor haar alle bezwaren, die wij vroeger bij de 
beschouwing dezer laatste opperden (Kapteijn, Hoofdst. IV). 
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sche methode worden aangemerkt. Bovendien kenmerken 
zich in het algemeen de oplossingen, door deze methode 
verkregen, door kortheid van bewerking. In algemeenheid 
van toepassing staat zij echter achter bij de methode der 
bepaalde integralen en hoewel men geen recht heeft om 
te onderstellen, dat elke oplossing, die door haar kan wor- 
den verkregen, ook op eene andere wijze zou kunnen ge- 
vonden worden, kunnen toch de meeste vergelijkingen, die 
door haar werden opgelost, ook door de methode der be- 
paalde integralen worden geïntegreerd. 

Terwijl de overige hoofd-methoden, behalve die der 
reeksen, uitsluitend de integratie van differentiaal- en dif- 
ferentie-vergelijkingen beoogen, heeft de methode der sym- 
bolen, in den uitgebreidsten zin opgevat, een veel ruime- 
ren werkkring, daar zij op alle symbolen betrekking heeft, 
die als stelkundige grootheden kunnen worden behandeld. 
Buiten de eigenlijke theorie der differentiaal-vergelijkingen 
zijn dan ook met hare hulp reeds vele en belangrijke the- 
orema^s op eene eenvoudige wijze bewezen en heeft zij 
dikwijls tot merkwaardige ontdekkingen gevoerd. Door de 
beknopte wijze, waarop door hare hulp lange en ingewik- 
kelde vormen worden voorgesteld, heeft zij talrijke moei- 
lijke berekeningen overbodig gemaakt, enz. Zoowel hierin, 
dat zij ook buiten de theorie der diflferentiaal-vergelijkin- 
gen wordt toegepast, als in de omstandigheid, dat zij op 
zoo verschillende wijzen tot de integraal eener differen- 
tiaal-vergelijking kan voeren, komt de methode der syiq- 
bolen met die der reeksen overeen. 

' e. DE DIFFEEENTIATIB DER DIFFERENTIAAL-VEHGELUXIN6. 

ö5. Het verhoogen van de orde der vergelijking. 

123. Is de vergelijking 

F = 
eene integraal van de diflferentiaal- vergelijking 
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/('^y-. /•o=o, (I) 

dan zal zij ook eene integraal zijn van de vergelijking 

/i(^y'. •••/'+") = o, 

die door differentiatie van de voorgaande vergelijking (I) 
is ontstaan; derhalve zal F = ook eene integmal zijn 
van al de differentiaal-vergelijkingen, die men verkrijgt 
door (I) twee, drie, of meermalen te differentieeren of door 
de aldus verkregen vergelijkingen onderling of met (I) te 
verbinden. De toepassing dezer eigenschap wordt met den 
naam van de methode van het verhoogen van de 
orde der differentiaal- vergelijking bestempeld, en heeft 
ten doel om door de genoemde differentiatie en combina- 
tie eene nieuwe vergelijking te verkrijgen, die zich ge- 
makkelijker laat behandelen, dan de oorspronkelijke. Het 
hangt geheel en al van den aard dezer vergelijking af, 
of men hierin kan slagen, en indien zulks het geval is, 
hoe de verkregen vergelijkingen moeten verbonden wor- 
den, om tot eene goede uitkomst te voeren : wij bepalen 
ons tot de volgende korte aanwijzingen. 

Hernemen wij vooreerst de vergelijking (I), dan zal de 
jo-malige achtereenvolgende differentiatie differentiaal-ver- 
gelijkingen opleveren van de (»+l)e, (^+2)e^ C^+i')® 

orde, die wij door 

/i(^y ^'•+^0=0, 

f Am' /»+2)) = o, 

en /^(^y ƒ»+!')) = O 

zullen voorstellen. Is nu de vergelijking (I) van dien aard, 
dat door de verbinding dezer verkregen vergelijkingen on- 
derling en met of zonder (I) eene differentiaal- vei^elijking 
van de (w + i»)® orde 

(p{xyy\....f^^f^^) — ^ . (P>) 

kan worden a%eleid, waarvan men eene ^ integraal kan 
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bepalen, die van (I) verschilt, dan zal daardoor eene eer- 
ste integraal van deze laatste gevonden zijn. . 
Zij namelijk 

p(^yy..../->CiC2....Cp) = o (ic) 

die joe integraal, dan kan men ƒ"> tusschen de vergelijkin- 
gen (I) en (Je) elimineeren, waardoor men eene differen- 
tiaal- vei^elijking verkrijgt van de (n — l)e orde, die p 
willekeurige standvastigen kan bevatten. Kan men alsdan 
p — 1 onafhankelijke betrekkingen tusschen deze stand- 
vastigen opsporen (hetgeen geschiedt door differentiatie van 
de verkr^en uitkomst der eliminatie en vergelijking van 
de zoo gevonden uitkomst met (I)), dan is eene eerste 
integraal der vergelijking (I) volledig bekend. 

Is hierbij jo= 1, dan zal de uit (I) en (Je) door elimi- 
natie van ƒ") verkregen vergelijking slechts ééne wille- 
keurige standvastige bevatten en dus onmiddellijk de ge- 
zochte eerste integraal zijn. 

124, Het is echter niet altijd wenschelijk om ƒ»> te eli- 
mineeren; somtijds geraakt men eenvoudiger tot het doel 
door een anderen factor of term weg te maken, zooals 
blijkt uit het voorbeeld van Serret (Calcul infinitésimal, 
T. II. § 720) 

^yy(^y— y) + (^'— *)ƒ— ^y=o, ...(77) 

waarvoor men kan schrijven 

aw^y^^ + 0^ — ^y^ — i^y' — ^ = O ; 
door differentiatie verkrijgt men hieruit 

{^axt/t/' + x^ — af — b)f+{ay'^ + l)(xi/' — t/) = 0, 
en dus ook na eliminatie van x^ — ay^ — b 

(V' + 1) (^" - yy + ^y/) = 0. 

Daar de factor af^ -h 1, gelijk nul gesteld, waarden geeft, 
die niet aan de vergelijking (77) voldoen, heeft men dus ook 

^yy+^y^— yy=o (77a) 
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Door deze vergelijking op nieuw te difFerentieeren vindt men 

of 

waaruit door integratie volgt 

, • /'=7 (77") 

Voor deze laatsfe vergelijking kan men schrijven 



/ C 



en hieruit vindt men 

y8y« = -Ci + C,y« . (77c) 

Uit de verbinding van de vergelijkingen (77»), (77^) en 
(77c) volgt verder 

63^2^-/^ = 0, 
of 

y 

Substitueert njen nu deze waarde in (77) dan verkrijgt 
men voor de gezochte integraal 

öC^^^^ + CgiF» — Cg^/ — iCg — / = 0, 

of wat hetzelfde is 

tot welke uitkomst Serret ook komt, hoewel langs een 
geheel anderen weg. 

125. Hoewel wij hier uitsluitend de difFerentiaal-vei^e- 
lijkingen van de tweede en hoogere orde op het oog heb- 
ben, meenen wij hier toch het bovenstaande voorbeeld te 
moeten overnemen, wijl het zoo juist geschikt is om een 
goed denkbeeld te geven van eene dergelijke toepassing 
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yan de methode. Het gunstige resultaat^ dat wij daarbij 
verkregen, wordt hoofdzakelijk veroorzaakt door het weg- 
vallen van den factor ay*^ 4- 1 en de daardoor ontstane 
vereenvoudiging van de vergelijking, die uit de eliminatie, 
van j?" — ay^ — h voortsproot. Die gunstige omstandigheid 
zal zich echter zeer zelden voordoen, zoodat men op deze 
wijze dan ook zelden in de integratie der gegeven verge- 
lijking zal slagen, en dat wel des te minder, naarmate de 
vergelijking ingewikkelder is van vorm. ^ 

126. Vooral bij lineaire vei^elijkingen met standvastige 
coëjficienten, gelukt het echter dikwijls voor (!*>) eene ver- 
gelijking te verkrijgen, waarvan gemakkelijk de (« + p)^ 
of algemeene integraal kan worden bepaald. Elimineert 
men alsdan uit deze int^raal p willekeurige standvastigen, 
dan zal men ook de algemeene integraal van de gegeven 
vergelijking hebben gevonden. 

Vooreerst kan zulks plaats hebben, wanneer het tweede 
lid eene geheele rationeele functie is van a?, bijv. bij dif- 
ferentiaal-vergelijkingen van den vorm 

daar hierbij de jo-malige differentiatie onmiddellijk geeft 

welke vergelijking geen x bevat en dus terstond kan ge- 
ïntegreerd worden. 

In de tweede plaats is zulks het geval, wanneer het 
tweede lid eene geheele rationeele functie is van Sin px 
of Cos px, die alleen in de eerste macht voorkomen; heeft 
men bijv. de vei^elijking 

t/^^-\-,,,.'\-X(iy:=^aCospX'\-bSinpXy . . . (70) 

dan geeft eene tweemalige differentiatie 

5^» + 2) ^ ^ j^^y — _ ap^ Cospx~lp^ Sinpx, 

zoodat bij de verbinding dezer beide vei^elijkingen de 
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tweede leden wegvallen en men dus ecne herleide lineaire 
vergelijking tot uitkomst verkrijgt. 

Tot een gelijksoortig resultaat geraakt men, wanneer 
het tweede lid eene analoge functie is van ef' of e—^; zoo 
geeft de vergelijking 

5^"^+ + k^y = aef' + b(^f', .... (80) 

door haar twee malen te differentieeren 

5^» + 2) + + Ao/ = éïp2(9'' + i/?2(r-^'; 

zoodat ook hierbij de tweede leden kunnen geëlimineerd 
worden. 

Ook ingeval deze omstandigheden verbonden voorkomen 
kan de methode worden toegepast. Heeft men bijv. de 
vei^elijking 

y" + '^y' -{-^ = 0^ '\'he-'-{'pCosx + qSinx, . . (81) 
dan geeft de vier-malige differentiatie 

yYi _|_ 2 f +/^ zzi ae* + èö-' +pCosx + q Sin x, 
zoodat men na aftrekking voor de eind-vergelijking vindt 
r' + ^f+r — 'j"—^!/'—y=^> . . . (81a) 
zijnde eene herleide vergelijking van de zesde orde. 

Kwamen in de vergelijking (81) de meer algemeene 
termen e^' en e~^*, alsmede Cos qx en Sin qx voor, dan 
zou de eindvergelijking ook zijn van de zesde orde, hoe- 
wel men alsdan na de tweede differentiatie de goniome- 
trische functiën zou moeten elimineeren, en na de tweede 
differentiatie der daardoor verkregen vergelijking de ex- 
ponentieele; of omgekeerd. 

127. Boven merkten wij reeds op, dat de algemeene in- 
tegraal van de vergelijking (I^) n -\- p willekeurige stand- 
vastigen moet bevatten, en dat dtis p derzelve moeten ge- ^ 
ëlimineerd of p betrekkingen tusschen dezelve moeten 
bepaald worden, om de algemeene integraal der gegeven 
vergelijking te verkrijgen. Die eliminatie is in den regel 
gemakkelijk, daar de uitkomst van de substitutie der ge- 
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vonden integraal in de gegeven vergelijking identiek nul 
moet zijn. Zoo verkrijgt men voor de algemeene integraal 
der vergelijking (81») 

y = Cj ö* + e- ' (C2 + C3 iP + C4 5^2) + Cg (7m o? + Cg Sin X. 

Substitueert men nu deze waarde in de vergelijking (81), 
dan vindt men 

4Ci é' + 2C4 (?-'— 2C5 8inx+^C^ Co8x = 
•=zaef' -{-be-'-Yp Cosx-\'q Sinx, 

en dus wijl deze vergelijking eene identieke moet zijn, 

Ci = i«, G^ = \h, G, = — {q, en C^ = \p', 
derhalve voor de gezochte algemeene integraal 
y = I oö* + ^-* (Cg + C3 ^ + T *^^) — \qCosx+^p Sin x, 
welke naar behooren nog twee willekeurige standvastigen 
bevat. 

128. Als een schoon voorbeeld dezer eliminatie vermel- 
den wij nog het volgende: zij de vergelijking 

f — a^y = qj^ + r, . (82) 

dan geeft de (/? + l)-nialige diflferentiatie 

waaruit men onmiddellijk vindt 



r L^ lAX «L ' 



f 



waarin B;^ willekeurige standvastigen voorstellen. Substi- 
tueert men deze waarde van y in de gegeven' vergelijking 
(82), dan verkrijgt men 

2 m-^ B* a?*--2 — «2 2 B* ;«?* — qx^ — r.= O, 
s o 

waarin geen C^ of Cg voorkomt, zoodat reeds blijkt dat 

dit de werkelijke willekeurige standvastigen zijn. Tusschen 

de B* moeten dus p -\-l betrekkingen worden opgespoord, 

of m. a. w. de B* moeten alle bepaald worden. Uit de 
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identiteit der laatstverkregen vei^elijking volgt terstond 
2B2 — a^Bj — r = 0, 
(A + 2) (>fc + 1) B* + 3 — «2 Bi = O , 
— a'B,_i = 0, 



en 




-a^'ü, — ? = U; 


bijgevolg ook 




B,_i=:0, 
B, _ . ^, , 




Bo 


= 2.(_, + 2B,) 



en Ba = ~y (>i + 2)(* + l)B* + 2. . 

Hieruit' vindt men 

B^_2yfc — 1=0 

B,_« = i,y*/-ï B, = - -^, p«/-^ 
Is dus p even, dan is 

en is ;? oneven, dan is 

B3 = 0, 

waardoor alle B^s bepaald zijn. 

129. Hoe schijnbaar ongerijmd het bij den eersten aan- 
blik ook moge zijn, dat door de verhooging van de orde 
der differentiaal- vergelijking de integratie er van zou kun- 
nen vereenvoudigd worden, uit het voorgaande ziet men, 
dat zulks bij de niet-herleide lineaire vergelijkingen met 
standvastige coëfficiënten niet alleen wel degelijk het ge- 
val kan, maar ook meestal zal zijn, wanneer het gelukt 
om door de differentiatie de termen te verdrijven, die aan 
de integratie hinderlijk zijn. Men verkrijgt alsdan eene 
herleide lineaire vergelijking te integreeren, en daar deze 
integratie zeer gemakkelijk en spoedig afloopt, bepaalt 
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zich de meeste arbeid tot de bepaling der overtollige wille- 
keurige standvastigeii. 

130. Ook bij de lineaire vergelijkingen met verander- 
lijke coëflScienten kan deze methode worden toegepast. Zij 
bijv. de vergelijking 

^(1 + ^)/ — (3H-7^)y-hl5y = 4^ + 7,. . (83) 
dan vindt men door deze vijf-malen te diflferentieeren 

^ (1+ ^) y<7^ + (2 + 3a?) y<ö) = O . 
Voor de algemeene integraal dezer laatste vergelijking ver- 
krijgt men 



fa 



+re 



zoodat door de substitutie dezer waarde in de gegeven 
vergelijking vijf betrekkingen tusschen de willekeurige 
standvastigen moeten bepaald worden. 

In dit voorbeeld was de eind-vergelijking gemakkelijk 
te integreeren; dit is echter zelden het geval, meestal is 
zij ingewikkelder dan de oorspronkelijke vei^elijking, zoo- 
dat men bij die vergelijkingen met veranderlijke coëffi- 
ciënten bijna steeds van de gewone aanvullings-methoden 
gebruik maakt. 

d31. Ook bij herleide lineaire vergelijkingen met ver- 
anderlijke coëfficiënten wordt de verhooging van de orde 
dikwijls aangewend om de bezwaren te helpen overwin- 
nen, die de integratie in den w^ staan. Zoo hebben wij 
bijv. in § 99 gezien, dat de bekende Spitzersche veigelij- 
king steeds tot den normaalvorm: 

^" H- O H- ? + ^)y' +i?y = O (37^) 

kan worden teruggebracht, waarin p en q positieve gebrui- 
kelijke breuken voorstellen en dat alsdan de algemeene 
integraal door (37®) wordt aangewezen. Heeft men nu de 
vergelijking 
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Tvaarin n een posittief geheel getal voorstelt, en p en 9 
aan de bovengenoemde vooi-waarde voldoen, en differen- 
tieert men deze laatste vergelijking »-maal, dan vindt men 
, achtereenvolgens : 

ay'" + (1 _ ^ H- p + { 4. ar) y + (1 — ^ + ^) y' = O , 
^"^H- (2 — » H-JO H- ? + ar)y'" + (2 — f* H-jt;)y'' = O, 

ay(» + i) + (_ 1 +;, + j -1- a?) ƒ») +(— 1 +p)y«-i) = 0, 
en a;/« + 2) + (^ -|- j -|_ a?) ƒ« + ^^ -\- pf^ — 0; 
uit welke laatste vei^elijking men door (37e) onmiddellijk 
y<"^ verkrijgt. Men kan nu 

stellen, en daarna het vereischte aantal betrekkingen tus- 
schen de willekeurige standvastigen opsporen: liever gaat 
men echter aldus te werk: door uit de waarde van y»^ 
die van y(»+^) af te leiden en deze beide waarden in de 
voorlaatste vergelijking te substitueeren vindt men y**"^^; 
voorts uit de voor-voorlaatste y*~^^ enz. totdat de gege- 
ven vergelijking na substitutie der gevonden waarden voor 
^' en y" de waarde van y zelve oplevert. 

132. Van deze handelwijze, die door Spitzer op verschil- 
lende vergelijkingen werd toegepast en daarom wel eens 
de Spitzersche methode *^) genoemd wordt, maakt men 
vooral gebruik, wanneer het teeken van eene der coëffi- 
ciënten der vergelijking oorzaak is, dat de aangewende 
methode eene onvolledige integraal oplevert of zelfs niet 
kan worden toegepast; zoo kan bijv. de vergelijking 

/«)H-Aia3^' + Aoy=0, (84) 

door de methode der bepaalde integralen worden geïnte- 
greerd, indien A^ en Ao beide positief of beide negatief 
zijn. Hebben echter Aj en A^ ongelijke teekens, is bijv. 
Ao>*0 en Aj<^0, dan geeft de 7?-malige differentiatie 



^') Hoewel Schlömilch haar heeft uitgedacht; Spitzer, Ie Forts. S. 56. Noot. 
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yin^p) + Al ir/P + ^) + (jö Aj + Ao) ƒ?> = o, 

A 

zoodat voor p^ — -r^ de coëfficiënten hetzelfde teeken 
Al 

hebben en dus de vei^elijking geïntegreerd kan worden. 
Op de bovengenoemde wijze leidt men dan de waarde 

A 

van y uit die van /^) af. Is hierbij -^ een negatief ge- 

heel getal, dan valt de laatste term der verkregen verge- 
lijking weg, en gaat deze over in 



of voor 



m 



en voor 



in 



fn J^p) -f Al iPy (1» + 1) = O, 



^1-^— AiZZZOTi, 



'•x.z\ 



welke vergelijking door Lobatto (Crelle, Bd. XVII. 1837) 
door de methode der bepaalde integralen werd geïntegreerd. 
Voor fiare algemeene integraal vond hij 



IJ du, 



z\ 

o 
waarin ijc een wortel is der vergelijking 

£» + l = 0, 

en tusschen de willekeurige standvastigen de betrekking 

1 
bestaat, zoodat hierin slechts n — 1 willekeurige standvas- 
tigen voorkomen. De gegeven vergelijking vereischt echter 
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eene integraal met n willekeurige standTastigen, zoodat 
van de jo -h 1, die de substitutie van 

medebrengt, er eene willekeurig moet zijn; 

moet dus aan de gegeven vergelijking ah bijzondere in- 
tegraal voldoen voor p bepaalde betrekkingen tuaschen de 
er in voorkomende p -\- l standvastigen, welke door subati- 
tutie kunnen gevonden worden. Op deze wijze kan de ver- 
hooging der orde op eene eenvoudige wijze tot eene bijzon- 
dere integraal der gegeven vergelijking (Hi) voeren, wan- 

neer aan de voorwaarde, dat ■—- een negatief geheel ge- 

tal is, voldaan wordt. Heeft men bijv, de vergelijking 

y^4-^/ — 2j^ = 0, ........ (85) 

dan is 

Al 

en dus /? = 2; door de vei^elijking 2 -malen te differenti- 
eeren verkrijgt men 

f^ + wf^ — O , 
waaraan voldaan wordt door 

Substitueert men deze waarde van ^ in de gegeven ver- 
gelijking, dan wordt de uitkomst identiek nul voor 

Co = Ci = 0, 
zoodat 

als eene bijzondere integraal aan haar voldoet. 
Was de vergelijking 

fv -f. a?y — 2y = 4r -f- 9, (86) 

dan zou men op volkomen dezelfde wijze voor de bijzon- 
dere integraal gevonden hebben 






10 
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y = Cg x^ — 4^ — 4^. 

133. In § 103 hebben wij gezien hoe de vergelijking 

ar/ + Aiy + Ao^y = ....... (47) 

algemeen kan geïntegreerd worden, wanneer voldaan 
wordt aan de voorwaarde 

0<Ai<2. 

Valt Aj Uuiten deze grenzen, en wil men van -i- cc of 
— 00 als grenzen der integratie geen gebruik maken, dan 
heeft men slechts ééne bijzondere integraal (47^) of (47^); 
om deze aan te vullen kan men gebruik maken van de 
methode van de variatie der standvastigen of van die van 
den integreerenden factor. Men kan daartoe echter ook 
bovenstaande methode bezigen in een eenigszins gewijzig- 
den vorm (Spitzer, S. 12. Ie Forst. S. 83; etc). Zij bijv. 
Aj >• 2, dan kan men 

Ai=:2(i? + ^) 

stellen, waarin ^ een positief geheel getal en 

dus 2« <^ 2 is. In plaats van nu de vergelijking (47) zelve 
jö-maal te dififerentieeren, tracht men haar door diflferen- 
tiaties en substituties uit de vergelijking 

irZ" + 2«Z' + Ao^Z=0, (47^) 

af te leiden, - te construeeren^ zooals men zulks noemt, - 
om daarna de integraal dezer vergelijking aan dezelfde 
bewerkingen te onderwerpen en zoodoende tot de gezochte 
integraal op te klimmen. 
Door de substitutie van 

Z = ^v/^^Tao z 

gaat de vergelijking (47f) na deeling door e* ^--^o. over in: 
'xz' + %xz' V^^^TAo + ^^ ^^— Ao = 0. 
Differentieert men deze vergelijking ;3-maal en stelt men 
sf<f^'=iz^y dan verkrijgt men 
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^^i" + {p + Zcc + 2x V^=^o) ^i + Al l^'=^o-^i = O > 
waarin 

gesteld wordt, waardoor zij na deeling door e--^^-^^ 
overgaat in: 

Door deze vergelijking weder ^-maal te differentieeren 
en Zq^p^=lz^ te stellen, vindt men 

en eindelijk na hierin 

gesubstitueerd te hebben, na deeling door ^i^^=^o: 

xz^'' + Al zj + AqZ^^ — O, 

welke volkomen niet de gegeven i^ergelijking (47) over- 
eenstemt. Men heeft dus klaarblijkelijk ook 

y = z^ = er"^^oz^ = e-'^'=^o—z^ — 
= e-^'^^^{é-^^oz,) = 

dP r dP 1 

da^P L ^-^ J 

waarin volgens § 103 

-I^-'Ao 

is. Nam men de waarde van Z, welke met (47®) overeen- 
komt, dan zou men geene nieuwe bijzondere integraal 
verkregen hebben, daar (47^) geldt voor alle positieve 
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waarden van Aj en dus ook voor Aj>2 denzelfden vorm 
zal behouden **). 

Is Aj een geheel getal, dan ondei^aat bovenstaande 
waarde van Z eene kleine wijziging; voor 

^i = ^P 
wordt ^:=0 en dus de vergelijking in Z (47Q: 

Z" + AoZ = 0, 
waaruit volgt 

Z = Cl (?* ^^^0 + Cg e-'^=^^, 

zoodat men hierbij onmiddellijk de gezochte algemeene 
integraal der vergelijking (47) verkrijgt. 
Voor 

wordt 2« = 1 en derhalve de vergelijking in Z : 

a.Z" + Z' + AoirZ = 0, 

en nu gaat bovengenoemde integraal over in 
rv/— A, 

Deze toepassing der Spitzersche methode leidt niet zoo 
spoedig tot de algemeene integraal als die van den inte- 
greerenden factor (§ 103); bij de aanwending dezer laatste 
methode verschijnt echter de integraal niet in zulk een 
fraaien en eenvoudigen vorm, als wij hier vonden. 



*^) Men zoM ook van de vergelijking (47) kunnen uitgaan en door den 
omgekeerden weg te volgen de vergelijking (47f) daaruit afleiden ; dit kaïi 
echter niet rechtstreeks plaats hebhen, wijl men alsdan voortdurend heeft 
te integreeren, maar alleen door eerst bovenstaande handelwijze te volgen 
en dan de bewerkingen in omgekeerde orde te herhalen. 
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/^. De methode van Liouville. 

134. De methode van de diflFerentiatie der differentiaal- 
vergelijking werd in het voorgaande slechts in den engeren 
zin toegepast; d. w. z. wanneer gesproken werd van een 
^-malen differentieeren der vei^elijking, dan werd onder 
p steeds een positief geheel getal verstaan. Hoewel Leib- 
nitz (in een brief aan Joh. BernouUi, Mei 1695) reeds 
van differentiaal-quotiënten met willekeurige indices had 
gesproken **), was Liouville *^) de eerste, die, door van 
deze gebruik te maken, bovenstaande methode trachtte te 
verruimen en toe te passen op de vergelijking 

(^2 + «2^ + ^2^')/ + («i + *i^)y + '«oy = o. . . (60) 

Differentieert men deze vei^elijking jö-maal, daarbij gebruik 
makende van het bekende theorema van Leibnitz voor de 
differentiatie van een product, dan verkrijgt men de ver- 
gelijking 

'\-\c,p{p-\)+b^p-^a,'\y^f^=:T,, . . . (60a) 

waarin r^ gelijk is aan nul, wanneer j» een positief geheel 
getal of ook nul is, en in alle andere gevallen de com- 
plementaire functie voorstelt. 

De vergelijking (60a) heeft klaarblijkelijk denzelfden 
vorm als de gegevene; kiest men echter de tot hiertoe 



^*) Lagraiige, Mem. de VAcad. de Berlin. 4772; Zeitschrift v. Schlömilch, 
etc. Jahrg. XIV. 

^5) Éc. Polyt. T. XIII. Cah. XXI. 1832. p. 163. — Spitzer merkt in zijne 
Studiën, Ie Forts. S. 2. op, dat de methode van Liouville „ eine schone und 
gelungene Erweiterung'* is van de methoden, welke voorkomen in eene in 
1780 van Euler verschenen verhandeling; in v^relke alle gevallen, vraarin de 
vergelijking 

(1 — ax*) y" — hxy' — cy i= O 

kan worden geïntegreerd, worden opgespoord. 
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onbepaald gelaten waarde van p zóó> dat voldaan wordt 
aan de vergelijking 

CjjD(i>-^l) + S,;» + «o = 0, {60b) 

en stelt men 

dan gaat (60») over in de lineaire vergelijking der eer- 
ste orde 

welke gemakkelijk kan geïntegreerd worden. 

135. Op welke wijze uit de waarde van z die van y 
moet worden afgeleid, hangt geheel en al van de waarde 
van p af. Geeft de vergelijking (60^) i» = O, dan is ook 
a^zzrO, en is dus de gegeven vergelijking onmiddellijk 
voor de integratie geschikt. 

Vindt men voor p een positief geheel getal, dan is 
r^ = O en 

welke laatste (/? + l)-malige integratie weder eene com- 
plementaire functie r^_|_i medebrengt. Nu volgt uit (60^) 

waarin Cj wérkelijk eene willekeurige standvastige voor- 
stelt. Tusschen de standvastigen der genoemde complemen- 
taire functie moeten dus p betrekkingen gevonden wor- 
den, of m. a. w., tusschen deze standvastigen kunnen p 
betrekkingen worden bepaald, zoodanig dat 

of wat hetzelfde is 

o ♦ 

(minstens) ééne bijzondere integraal der gegeven vergelij- 
king oplevert. Die betrekkingen vindt men door deze. 
waarde van y in de vergelijking (60) te substitueeren ; de 
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uitkomst dier substitutie moet identiek gelijk nul zijn; en 
dit geeft jo + 1 vei^elijkingen van den vorm (Petzval, 
Bd. IL S. 78) 

+ B,«. + i[i3(i,-*+l)«/-H^i(^->& + l)] + 

+ B,_, + 2ö53(i? — A + a)8/-i = 0, (60e) 

van i = tot en met k=ip, waarbij B|,_|_i, enz., B_i, enz. 
gelijk nul moeten genomen worden. Voor i = O heeft men 
dus de vei^elijking 

Bi> '[^3 /ï (i» — 1 ) + * 1 i? + ö^o] = O ; 
aan deze wordt echter volgens (60^) steeds identiek vol- 
daan, zoodat B^ willekeurig blijft, en men door de overige 
p vergelijkingen (60e) de standvastigen B^, tot enmetB^__i 
in Bp kan uitdrukken. Is p een positief geheel getal, dan 
levert dus werkelijk de substitutie van 

o 
ééne bijzondere integraal. De tweede bijzondere integraal 
verkrijgt men alsdan uit 

in de meeste gevallen is het echter gemakkelijker door 
de methode van de variatie der standvastigen de eerstgê- 
vondene aan te vullen. 

Heeft men bijv. de vergelijking 

{l+x')f + xy-16y = 0, ..... (87) 
dan wordt (60^) 

y_16 = 
en dus 

p = ±4i. 

Met p^=^ stemt nu overeen de bijzondere integraal 

4 
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door deze in de gegeven vergelijking te substitueeren ver- 
krijgt men 

B, = iB4, 83=63 = en B^^B,, 
en dus voor de bijzondere integraal 

.yi=B,{;r* + ^^ + f). 

Om deze integraal aan te vullen kan men zooals wij 
boven zeiden gebruik maken van de methode van de va- 
riatie der standvastigen; schrijft men daartoe de vergelij- 
king (87) in den vorm 

dan vindt men door de substitutie (zie § 159) van 

voor de tweede bijzondere integraal 



^.=^5^- 



S^^^dx, 



en du8 door inyoeging der waarden voor y^ en Xj 

y^ = (** + «•» + i) / (** + *=> + *)- ' (^* + 1)- ♦ dx. 
Voor de vergelijking in z (60c) vindt men 

en dus ook 

y = Ci/(5)(l-f a?2)~lfl^5 

voor de tweede bijzondere integraal; deze laatste vorm is 
echter niet zoo eenvoudig als de zoo even gevonden. 

1-36. In het voorgaande voorbeeld was eene waarde van 
p positief en de andere negatief; zijn echter de beide 
waarden van p positieve geheele getallen j!?i en jö^^ ^ö is 
Pi^P^y ^^^ zal, wanneer men van de gTootstejOi gebruik 
maakt^ 

voor 
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nul en bijgevolg ook B^g oneindig groot worden, indien 
niet ook de overige termen van de vergelijking (60e), 
waarbij zulks plaats heeft, nul zijn. In dit laatste geval 
wordt ook B^2 willekeurig en geeft dus jOj onmiddellijk 
eene vergelijking met twee willekeurige standvastigen, der- 
halve de algemeene integraal der beschouwde vei^elijking. 
Is deze bijv. 

:r(i+;r)/'-(3+7:.)y + 15y = 0; . . . (88) 

dan vindt men voor de vergelijking (60^) 

;,2 _ 8jö + 15 = O , 
en dus 

j0i = 5 en iÖ2 = 3. 
^ Met Pi = ^ komt overeen de integraal 

5 

y = 2 B* a?* , 
o 

die door substitutie in (88) geeft 

B, = 5B5, BgZzrBs, Bi = iB3 en Bo = tVB3, 
zoodat men vindt 

y = B, {a^ + bx*) + B3 (;r» + x^ + i * + i^r), 
zijnde eene integraal met twee willekeurige standvastigen 
en dus de gezochte algemeene integraal. 
Had men ;? = 3 en 

o 
genomen, dan zou men verkregen hebben 

B3 = B3, Bi = I B3 en Bo = TVB3, 
even als boven; derhalve nu slechts de bijzondere integraal 

In verreweg de meeste gevallen, waarin ;?i en pc^ beide 
positieve geheele getallen voorstellen, zal echter bij het 
gebruik maken van de waarde jOj de standvastige B^j 
oneindig groot worden en die waarde dus tot niets leiden; 
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men kan in die gevallen alleen de bijzondere integraal 
bepalen, die met de waarde p^ overeenstemt. Evenzoo 
verkrijgt men slechts ééne bijzondere integraal, wanneer 
de vergelijking (60^) gelijke wortels heeft, en dusjö^ =Pi is. 
137. Heeft de vergelijking (60^) een positieven en een 
negatieven wortel, dan levert de positieve eene gesloten 
bijzondere integraal van den vorm 

zooals uit de beschouwing van de vergelijking (87) blijkt. 
Voor de negatieve waarde van p wordt echter r^ in de 
vergelijking (60c) niet gelijk nul; men kan echter ge- 
makkelijk aantoonen (Spitzer, Ie Forts. S. 8), dat men 
in dit geval toch tot ééne bijzondere integraal der verge- 
lijking (60) zal geraken, wanneer men r^ gelijk nul stelt, 
zoodat de waarde van z uit de vergelijking (60^), verbon- 
den met 

die bijzondere integraal oplevert. 
Met de waarde p-=i — 4 uit de vergelijking 

(l+^3)y' + V — 16y = (87) 

komt bijv. overeen de vergelijking 

waaruit volgt 



^ = Ci(l+iF«)'^ 



en 



Deze laatste bijzondere integraal geeft met de vroeger 
gevondene de gezochte algemeene integraal. 

138. Uit het voorgaande blijkt, dat men door de me- 
thode van Liouville steeds gemakkelijk eene bijzondere 
integraal der vergelijking (60) kan bepalen, wanneer de 
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coëfficiënten c^, ij en üq van dien aard zijn, dat aan de 
vergelijking (60^) door minstens eene geheele waarde van 
p wcfrdt voldaan, zoodat in dat geval genoemde vei^elij- 
king (60) algemeen bruikbaar geïntegreerd kan worden. 

Heeft echter de vergelijking (60^) geen enkelen gehee- 
len wortel, dan verschijnen de bijzondere integralen, in 
den vorm van dififerentiaal-quotienten met gebroken, irra- 
tioneele of zelfs met complexe indices; hoewel zulke diffe- 
rentiaal-quotiënten meer en meer in de analysis worden 
ingevoerd, missen zij toch geheel en al het karakter van 
volledig bepaalde functiën, zoodat men ze tot hiertoe al- 
leen als zuivere symbolen kan beschouwen. De zoo ver- 
kregen bijzondere integralen zijn dan ook slechts symbo- 
lische uitdrukkingen, waardoor in een zeer beknopten 
vorm y als eene functie van x wordt voorgesteld. Niet 
alleen de {p-\- lymalige differentiatie, maar ook de onbe- 
paaldheid van de functie r^ , die hierbij in de vergelijking 
{60c) voorkomt, maken echter die uitdrukkingen zoo on- 
bruikbaar, dat men hierbij gaarne de wiskundige streng- 
heid aan den eenvoud opoffert door r^ = O te stellen. Zoo 
zou de vergelijking 

«/+(i' + ? + ^)/ + «y = 0, (37d) 

waarin p en^ q positieve gebruikelijke breuken voorstellen, 
en die ook als een bijzónder geval van de vergelijking 
(60) kan worden beschouwd, voor bijzondere integraal geven 

eene uitdrukking, die alle beteekenis mist. 
In dit geval kan men ook 

als eene bijzondere integraal beschouwen en de waarden 
der B^s bepalen door de substitutie in de gegeven verge- 
lijking. Men verkrijgt alsdan ééne, en ingeval p^ — p^ geen 
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positief, of negatief geheel getal is, zelfs twee bijzondere 
integralen in den vorm van, naar de opklimmende mach- 
ten van X gerangschikte, reeksen; alleen voor zoover die 
reeksen convergeeren hebben zij waarde, hoewel deze, zoo- 
als wij vroeger hebben gezien, steeds zeer gering is (§77). 

139. Eene vergelijking kan derhalve door de methode 
van Liouville geïntegreerd worden, indien zij door eene 
jö-malige differentiatie tot den vorm (60c) kan worden te- 
ruggebracht. Daartoe wordt in elk geval vereischt, dat de 
coëfi&cient van f/ de veranderlijke x bevat. Van de ver- 
gelijkingen der tweede orde is de vergelijking (60) de 
meest geschikte, wijl hierin de hoogste macht van x voor- 
komt in de volgende order 2, 1, 0. Gaat deze over in 1, 
1, O of in O, 1, O, dan zal nog de methode tot goede uit- 
komsten kunnen leiden. Was échter die volgorde 3, 2, 1, 

p 
dan zou het vaststellen van y =- 2 Bjkiv^ als bijzondere in- 

o ♦ 

tegraal reeds i? + 2 vergelijkingen (60^) opleveren, en dus 
de methode in 't algemeen tot geene uitkomst voeren 
(Petzval, Bd. U. S. 80). 

140. Beschouwt men eene vei^elijking door deze me- 
thode slechts als opgelost, wanneer zij tot eene volledig 
bepaalde of bruikbare gesloten integraal voert, dan is hare 
toepassing binnen veel engere grenzen beperkt, dan die 
der bepaalde integralen. Voor de vergelijkingen van de 
tweede orde blijkt dit reeds genoegzaam uit- de vooi^aande 
beschouwingen, daar zelfs voor de vei^elijking (60) van 
Liouville, die voor hare toepassing zoo uiterst geschikt is, 
de gevallen, waarin zij ons zulk eene bruikbare integraal 
oplevert, zeer gering zijn (Spitzer, Ie Forts. § 1 — 24; zie 
ook Spitzer, § 15 — 19); en zelfs dan, wanneer men deze 
methode toepast op zeer bijzondere vergelijkingen, zooals 
bijv. op de meermalen genoemde vergelijking 

V' + Aiy' + Ao^y = 0, (47) 

kan aan de verkregen uitkomst 
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slechts voor bijzondere waarden der coëfficiënten, hier voor 
Al een even getal, beteekenis worden toegekend. In dit 
laatste geval is echter die vorm veel eenvoudiger dan die, 
welke door de toepassing van de methode der bepaalde 
integralen wordt verkregen. 

141. Het aantal vergelijkingen van hoogere orde, waarvan 
het gelukte door deze methode eene bruikbare integraal 
te bepalen, is zeer gering en bepaalt zich bijna uitsluitend 
tot de binomische vei^elijking (Liouville, Ec'. Polyt. T. 
XV. Cah. XXIV. p. 52) 

^^/«) + Ay=z=X (89) 

in den herleiden of niet-herleiden vorm; en voor deze ver- 
gelijking heeft de verkregen integraal nog alleen beteeke- 
nis voor onevene getalwaarden van n. Voor evene waarden 

van n vindt men hierbij functiën, die aan eene — - — - 

n+l 
ihalige integratie of eene — — — malige differentiatie moe- 
ten onderworpen worden en dus alle beteekenis missen; 
zoo verkrijgt men bijv. voor de eenvoudige vei^elijking 
(Spitzer, S. 56) 

^y'=y. '. . (90) 

door deze methode eene der beide volgende integralen 

y = ƒ (« (Cl e^ ^^+ Cs e- 2 ^^) dx^ 
of 

3. = ^rf,2-(C,.2l/^+C2^2V^); 

uitdrukkingen, die niet als bruikbare gesloten integralen 
kunnen worden beschouwd, zoolang het niet gelukt is ze 
in bepaalde functiën over te brengen. Als werkelijke in- 
tegratie-methode voor vergelijkingen van hoogere orde heeft 
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deze methode dan ook eene nog veel meer beperkte toe- 
passing dan die der bepaalde integralen^ en komt zij meer 
overeen met de rechtstreeksche toepassing van de methode 
der symbolen. 

142. Evenals de methode van de verhooging der orde 
der differentiaal-vergelijking is zij echter uitstekend ge- 
schikt om de bezwaren te helpen overwinnen, die de toe- 
passing van de methode der bepaalde integralen in den 
weg staan, of ook om eigenschappen van de integraal 
eener gegeven vergelijking op te sporen en aan hare in- 
tegratie dienstbaar te maken. Zij bijv. 

de algemeene integraal der herleide Spitzersche vergelijking 

'>y" + {p + i + ^)y'+py = o, (Si^) 

dan leert de ^-malige diflferentiatie, dat 

is, en evenzoo leert de substitutie van 

y=^e~'z en x=. — x^ 

en de daaropvolgende ^-malige differentiatie, dat 

¥{p,q + k,x) = {—\Yer-d.'[f¥{p,q,x)y, 

en met behulp van deze beide eigenschappen kan de in- 
tegratie der genoemde vergelijking steeds tot die eener 
analoge worden teruggebracht, waarin p tn q positieve 
gebruikelijke breuken voorstellen (Schlömilch, S. 525). Tal 
van dergelijke eigenschappen van de integralen van bij- 
zondere vergelijkingen vindt men bij Spitzer (Studiën, u. 
s. w.) vermeld, en het verhoogt niet weinig de waarde van 
de methoden van de differentiatie der differentiaal-veigelij- 
king, dat zij (zie ook §,131 — 133) op zulk eene eenvoudige 
wijze de toepassing van de methode der bepaalde integralen 
begunstigen en mogelijk maken. Met deze laatste methode 
hebben zij bovendien dit gemeen, dat een groot gedeelte van 
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den arbeid, dien men heeft te verrichten, in vele gevallen 
wordt vereischt voor de bepaling van de overtollige wil- 
lekeurige standvastigen. Onder de overige hoofd-methoden 
vindt men dit verschijnsel alleen bij de symbolische, en 
wel ten gevolge van de herleidingen, die men eene ver- 
gelijking moet doen ondei^an om haar tot eene primaire 
terug te brengen. In dit laatste geval kan men echter 
veelal onmiddellijk aangeven (Boole, Ch. XVII. 4f. Ch. 
XXX. 4) welke der verkregen standvastigen als wille- 
keurig moeten worden beschouwd, waardoor de bepaling 
der overige gemakkelijker wordt gemaakt. 



143. Uit de voorgaande beschouwingen ziet men, dat de 
methode van den integreerenden factor zich boven al de 
overige methoden onderscheidt door vastheid van grond- 
slag, algemeenheid van opvatting, uitgebreidheid van toe- 
passing en nog meer door uitgebreidheid van gebied. Zij 
heeft alleen betere en meerdere uitkomsten gegeven dan 
alle overige methoden, die ook de integraal opleveren in 
een gesloten vorm, samen. Bij geene enkele methode gaat 
men zoo streng wetenschappelijk te werk als bij haar, of 
het moest zijn bij die van de scheiding der veranderlijken, 
die echter om de beperktheid van toepassing niet met haar 
op eene lijn kan gesteld worden. De integratie geschiedt 
bij ,deze beide methoden voet voor voet, zoodat als een- 
maal de algemeene integraal gevonden is, ook al de overige 
integralen van de Ie tot en met de {n — l)e bekend zijn 
(§ 46). De methode van den integreerenden factor is bo- 
vendien de eenige, door welke men er in slaagde eene 
geheel algemeene vergelijking onder alle omstandigheden 
zuiver en volledig te integreeren. 

* Maar ook in een ander opzicht staat zij boven de ove- 
rige methoden: behalve dat door de methoden der reeksen 
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geheel algemeen wordt aangetoond, dat de algemeene in- 
tegraal eener differentiaal-vergelijking der «e orde steeds 
uit n onderling onafhankelijke bijzondere integralen is sa- 
mengesteld (§ 81), en steeds n willekeurige standvastigen 
moet bevatten, — is de methode van den integreerenden 
factor de eenige, die uitkomsten heeft geleverd, welke voor 
de ontwikkeling van de theorie der difFerentiaal-veigelij- 
lijkingen van belang zijn. Zij leert ons 

dat elke differentiaal-vergelijking van de n^ orde n in- 
tegreerende factoren heeft; waaruit onmiddellijk volgt, dat 
de algemeene integraal van zulk eene vergelijking n wil- 
lekeurige standvastigen kan bevatten; 

dat Tusschen die integreerende factoren en de bijzondere 
integralen bepaalde betrekkingen bestaan; 

dat de bijzondere integralen van de lineaire vei^elijkin- 
gen met standvastige coëfficiënten moeten zijn van den 
vorm yzzre'"*, en die van de lineaire vergelijkingen met 
coëflScienten van den vorm A* (öj -f- Ja?)* van den vorm 
y=:(a-\- bw)^ , en eindelijk 

dat de algemeene lineaire vei^elijkingen van de tweede 
en hoogere orde niet algemeen kunnen worden geïntegreerd. 

Deze theoretische uitkomsten zijn van het hoogste belang 
en geven aan de methode van den integreerenden factor 
een zeer groot overwicht boven de overige, die tot hiertoe 
tot geen enkel algemeen resultaat voerden. Wel werden 
door sommige methoden eigenschappen ontdekt van de 
integralen van enkele bijzondere vergelijkingen, maar deze 
hebben voor de theorie, die zich niet met elke vergelijking 
in het bijzonder kan bezighouden, geene waarde (§ 142). 

De methode van den integreerenden factor is dan ook 
de eenige, die ontegenzeggelijk wetenschappelijke waarde 
heeft, en het schijnt dan ook, dat men in de toekonist 
alleen van de ontwikkeling dezer methode resultaten kan 
verwachten, die tot eene meer volledige kennis van de 
differentiaal- vergelijkingen zullen leiden. 
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144. Van de overige methoden, die de integraal in een 
gesloten vorm opleveren, is de methode der bepaalde in- 
tegralen de voornaamste. Geene enkele dier methoden is 
sedert hare invoering zoo geheel van aard veranderd als 
zij: de noodzakelijke bewerkingen werden vereenvoudigd, 
de willekeurige onderstellingen werden bijna overbodig, 
de bijzondere integraal is in geheel verschillende vormen 
vastgesteld en zelfs zijn de grenzen der bepaalde integraal 
als veranderlijk aangenomen. Zoo kwam, behalve de vorm 

de vorm van Euler 

3f=f'{^ + pu)<'Vdu, 

*•) waarin ook et en p als nog onbekende standvastige 
grootheden worden beschouwd, in gebruik. Zelfs werd de 
bijzondere integraal nog vastgesteld in den vorm *^) 

u 
waarin cp eene functie voorstelt van « + ^^ *^> — > ®^z., 

die als integraal aan eene bepaalde vergelijking voldoet. 
Door deze verschillende wijzigingen werd de aanwending 
der methode vrijer en ruimer, zoodat zij thans dan ook 
van al de bovengenoemde methoden de uitgebreidste toe- 
passing heeft. Ondersteund door de methoden van de dif- 
ferentiatie der dififerentiaal-vergelijking voert zij tot de 
schoonste uitkomsten, die alleen door die van de methode 



4«) Euler, Vol. IL Cap. XI; Raabe, S. 260 u. 280; Weiier, Crelle. Bd. LI. 
S. 129; Spitzer, § 19, Ie Forts. § 24; Schlömilch, S. 525; enz. 

<?) Spitzer, Ie Forts. §§ 49, 52, 2e Forts. §§ 28, 36, 37, 42, 61, 62, enz. 
Somtijds wordt zelfs de integraal vastgesteld in geheel andere vormen, zoo- 

als y = (f2(e**ü)]„^, Petzval, Bd. IL S. 369. Deze vorm leidt echter meestal 

tot divergeerende reeksen ; Spitzer, § 20 en 21, Noot. 

11 
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van den integreerenden factor in algemeenheid en volle- 
digheid van analyse overtroffen worden. Bovendien kan de 
rechtstreeksche constructie der differentiaal-vergelijkingen, 
waaraan thans meer en meer waarde wordt toegekend, 
niet anders dan voordeelig werken op de toepassing der 
genoemde methode. Door den coëfficientenbouw der gecon* 
strueerde vergelijkingen kan namelijk worden aangewezen 
in welken vorm men de bijzondere integraal moet vast- 
stellen, om de meeste kans te hebben in de integratie der 
vergelijking te slagen (Mayr, S. 135). 

145. Aan welke der overige methoden, die de integraal 
in een gesloten vorm opleveren, men de derde plaats moet 
toekennen, is moeilijk te beslissen. ledere nfiethode heeft 
haar voor en tegen. 

Die van de scheiding der veranderlijken berust op den 
meest vasten grondslag; levert de integraal steeds in een 
fraaien, bruikbaren vorm, voorzien van het vereischte aan- 
tal willekeurige stand vastigen; geeft onmiddellijk de inte- 
graal der niet-herleide vei'gelijking; kenmerkt zich door 
eenvoud en kortheid van bewerking, vooral bij vergelijkin- 
gen van de tweede orde; is zelfs toepasselijk op niet-lineaire 
vergelijkingen — maar is zeer beperkt in de toepassing. 

De methode van Liouville kenmerkt zich ook door een- 
voud en kortheid van bewerking; is zeer geschikt om de 
methode der bepaalde integralen te ondersteunen; levert 
dikwijls de integraal in een zeer eenvoudigen vorm, maar 
onderstelt daarbij bepaalde betrekkingen tusschen de coëf- 
ficiënten der vei^elijking; — wordt aan die betrekkingen 
niet voldaan, dan voert zij niet tot een gesloten of tot 
een onbruikbaar resultaat; — bovendien geschiedt de toe- 
passing dezer methode niet altijd even streng. 

De methoden der symbolen zijn uitgebreider in toepas- 
sing dan de beide vooi^aande methoden; zij vereischen 
echter meer arbeid; zijn minder rechtstreeks, of behoeven 
de hulp van eene andere methode; leveren dikwijls de 
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de integraal in een eenvoudigen gesloten vorm, meestal 
echter in een gesloten vorm, die alleen beteekenis heeft, 
wanneer* de coëfficiënten der vergelijking aan bepaalde 
voorwaarden voldoen; — wordt aan deze voorwaarden niel 
voldaan, dan heeft die vorm geene beteekenis en is zij 
alleen bij herleide vergelijkingen in eene reeks te ontwik- 
kelen, die slechts onder de gunstigste omstandigheden kan 
gesommeerd worden. 

De methode van de verhooging der orde dient hoofd- 
zakelijk om de integratie eener niet-herleide lineaire ver- 
gelijking onder gunstige omstandigheden tot die eener her- 
leide terug te brengen, en dus de aanvuUings-methoden 
overbodig te maken, of om andere bezwaren, die de toe- 
passing eener methode verhinderen, uit den weg te ruimen; 
zij speelt dus bijna uitsluitend eene zeer ondergeschikte 
rol, zoodat zij daarom wel als de minste der genoemde 
integratie-methoden mag aangemerkt worden. 

Wil men de waarde eener methode uitsluitend beoor- 
deelen naar de uitkomsten, die zij heeft opgeleverd, dan 
zoude de rangorde m. i. aldus worden: 

de methode van den integreerenden fdctor, 

die der bepaalde integralen, 

de methoden der symbolen, 

de methode van Liouville, 

die van de scheiding der veranderlijken, en 

die van de verhooging der orde *®). 

146. Welke plaats men tusscheü deze methoden die der 
reeksen moet aanwijzen, is moeilijk aan te geven, wijl 
dit geheel en al afhangt van het doel, dat men door de 
integratie der diflferentiaal-vergelijking tracht te bereiken. 



^) Door de ontwikkeling van de methode van den integreerenden factor 
hebben de Eulersche vormen het recht van hestaan als methode van inte-. 
gratie voor de lineaire vergelijkingen met standvastige coëfficiënten verloren 
Om deze reden hebben wij haar hier niet vermeld. 
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Geschiedt die integratie met het doel om uit den vorm 
der bijzondere integralen de eigenschappen der functie of 
der door haar vooi^estelde kromme lijnen af te leiden, dan 
kan men aan de methoden der reeksen slechts eene ge- 
ringe waarde toekennen (Zie § 77 en vv.). Heeft die in- 
tegratie echter plaats met het doel om de getallen-waarde 
vany te bepalen, die met eene zekere waarde van x over- 
eenkomt, dan staan de reeksen, die genoemde methoden 
opleveren, in gelijken rang met de integralen in gesloten 
vorm. Vooreerst toch leenen zij zich in het algemeen zeer 
goed voor de benadering dier getallen-waarde, en ten tweede 
is het dikwijls noodzakelijk, dikwijls wenschelijk, voor de 
bepaling dier waarde uit een gesloten integraal deze vooraf 
in reeksen te ontwikkelen; en dan heeft de onmiddellijke 
afleiding veel voor boven de laatste. Worden in dit geval 
de methoden der reeksen toegepast op de wijze, die wij in 
§ 80 aangaven, dan komt haar onder de integratie-metho- 
den eene eerste plaats toe door de algemeenheid harer 
toepassing ^^). 

Wanneer het niet mogelijk is de int^raal eener verge- 
lijking in geslotéii vorm te bepalen, neemt men zijne toe- 
vlucht tot deze methoden der reeksen (Spitzer, 2© Forts. 
§ ^&). Men maakt alsdan nimmer gebruik van het theo- 
rema van Taylor, wijl deze methode de omslachtigste is, 
maar steeds van de methode der onbepaalde coëfficiënten, 
die behalve meerdere algemeenheid en vrijheid in de toe- 
passing mindere omslachtigheid in de bewerking boven 
de andere voorheeft. 



^1) Kon men vooraf bepalen (zooals zulks in zeer bijzondere gevallen mo- 
gelijk is; zie Petzva), Bd. I. Formenlehre) welke factoren in de bijzondere 
integralen eener vergelijking moeten voorkomen, dan zou daardoor de alge- 
meenheid van toepassing van de methoden der reeksen zeer vermeerderd 
worden. 
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147. Hiermede hebben wij de voornaamste hoofd-metho- 
den beschouwd (men zie voorts § 208 en vv.); onder de- 
genen, waarover wij zwegen, zijn van het standpunt, waar- 
uit wij de integratie eener differentiaal-vergelijking hebben 
opgevat, de methode van Kummer en die van het 
vaststellen van den vorm der algemeene in- 
tegraal de belangrijkste. Beide methoden zijn echter 
zoo zeer beperkt in de toepassing, dat wij het niet raad- 
zaam vonden ze onder de voornaamste methoden te rang- 
schikken. 

De eerste bestaat in het afleiden van de integraal der 
vergelijking 

/») = A:2*^ '. (44) 

voor positieve of negatieve waarden van p uit die der 
vei^elijking 

en kan dan ook alleen op vergelijkingen van dezen vorm 
worden toegepast (Kummer, Crelle. Bd. XIX; Spitzer, § 50). 
Bij de tweede methode wordt eene eindige vei^elijking met 
een zeker aantal nog onbepaalde standvastigen als integraal- 
vergelijking aangenomen, en daarna worden deze stand- 
vastigen zoodanig bepaald, dat die vergelijking werkelijk 
aan de gegeven differentiaal-vergelijking voldoet. Zij kan 
alleen dan met vrucht worden toegepast, wanneer men uit 
den aard der differentiaal- vei^elijking dien vorm kan opma- 
ken; of wanneer die vorm bepaald kan worden door analo- 
gie met andere vergelijkingen; of ook wanneer men weet, 
dat de differentiaal-vergelijking eene kegelsnede, een cilin- 
der, enz. voorstelt. Bij de lineaire vergelijkingen der eerste 
orde kan men op deze wijze de berekeningen dikwijls ver- 
korten, vooral wanneer men met eene niet-herleide ver- 
gelijking te doen heeft, die in het tweede lid of eene ge- 
heele functie van x, of de expönentieele grootheid e^*, of 
ee n Sinus of een Cosinus in de eerste macht, bijv. Sinpx 
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of Cospx bevat *^). Bij de vergelijkingen van hoogere 
orde is dit echter meer zelden het geval, daar het hierbij 
veel moeilijker valt eenigen algenieenen regel daarvoor 
vast te stellen, ' en het uit den aard der zaak zeldzamer 
voorkomt, dat men vooitif den vorm der integraal door 
analogie of uit de vergelijking zelve met eenigen grond 
kan vermoeden. 

B. De aan vallinics-iiieth oden. 

148. De aanvuUings-methoden verschillen zoo geheel en 
^al van de tot hiertoe beschouwde hoofd-methoden zoowel 
in het doel, dat men bij hare toepassing beoogt, als in den 
aard dier toepassing zelve, dat zij met die hoofd-methoden 
niet rechtstreeks kunnen vergeleken worden. In plaats van 
eene difierentiaal-vei^elijking van gronds af op te lossen, 
is haar hoofddoel óf eene verkregen bijzondere integraal 
eener vei^elijking zoodanig te completeeren, ;dat deze in 
de algemeene integraal overgaat, óf uit de algemeene (som- 
tijds zelfs uit eene bijzondere) integraal eener nauw ver- 
wante vei^elijking de algemeene integraal der gegevene 
op te maken. Zij ondersteunen dus sommige hoofd-metho- 
den, waar deze te kort schieten, geven den gewijzigden 
vorm aan, dien de integraal bij bepaalde gevallen van 
uitzondering aanneemt en maken daardoor den werkkring 
dier hoofd-methoden meer onafhankelijk van bijzondere 



*") Is bijv. in de vergelijking 

y'-+-Ay + X = 
X eene geheele functie van x van den pe» graad, dan dan men steeds 
yi i:! a -f- |3a: -f 7;r2 _|_ -firj^ 

stellen en a, ]S, y, . . . . tt zoodanig bepalen dat yi eene bijzondere integraal 
wordt der vergelijking, waarna men om de algemeene integraal te verkrij- 
gen, bij yi slechts de algemeene integraal der herleide vergelijking 

y + AynzO ' 

heeft te voegen. In de overige gevallen voert men in de uitdrukking voor 
y, pepx of |3 Sinpx-^y Cospx in. 
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omstandigheden^ die hare toepassing zouden belemmeren. 
149. Merkwaardig is het, dat deze aanvullings-methoden 
zich over het algemeen volkomener en spoediger. hebben 
ontvirikkeld dan de hoofd-methoden zelve; de reden hier- 
van moet waarschijnlijk worden gezocht in de meerdere 
eenvoudigheid harer toepassing en in de omstandigheid, 
dat, toen de behoefte aan dezelve zich deed gevoelen, on- 
derscheidene beroemde wiskundigen de handen aan het 
werk sloegen om ze op te sporen en te volmaken. Dat zij 
hierin goed geslaagd zijn, kan uit het volgende blijken. 

f. DE VARIATIE DER STANDVASTIGEN. 

350. Is 
y = G,i/, + C,i/, + C,y,+ + ay„ . . . (6b) 

de algemeene integraal der herleide of homogene lineaire 
dififerentiaal-vergelijking 

y(«) + X«_iyC»~i) + + X,y + Xoy = 0, ... (6) 

dan kan men op een oneindig aantal wijzei^ de standvas- 

tigen Cj , Gg ^ Cg , C„ door functiën van x vervalngen 

zoodanig, dat de daardoor verkregen vei^elijking de alge- 
meene integraal zal zijn van de niet-herleide vergelijking 

y«) + x„_iy(»-i) + + Xi/ + Xoy=:X. . . (6c) 

stelt men dus deze algemeene integraal voor door 

y = «^1^1 +«2^2 + «^3^3 + + ^n^n, • • (6^) 

en zijn y^, yg , yg , y„ als bijzondere integralen der 

herleide vergelijking (6) bekend, dan heeft men alleen nog 

u^, Uq, «3, w„ als zoodanige functiën van x te bepalen, 

dat door (6<i) aan de niet-herleide vei^elijking (6c) wordt 
voldaan. De substitutie van (6d) in deze laatste vergelij- 
king geeft ons echter slechts ééne enkele betrekking tus- 
schen de u's en x, zoodat die u's klaarblijkelijk nog onder- 
worpen kunnen worden, aan {n — 1) willekeurige onaf- 
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hankelijke voorwaarden, die alsdan de overige (» — 1) 
betrekkingen moeten opleveren. Daar de keuze v^an dit 
stelsel voorwaarden geheel vrij blijft, kiest men datgene, 
hetwelk de eerstgenoemde betrekking het meest vereenvou- * 
digt. Dit meest geschikte stelsel zal men verkrijgen, wan- 
neer men onderstelt, dat de waarden van ƒ , ƒ', ^"' , . . . 
. . . y«--i), die men voor de substitutie uit (6^) moet aflei- 
den in vorm overeenkomen met die, welke men voor de- 
zelfde functiën zoude verkrijgen, ingeval de u's nog wille- 
keurige standvastigen waren en dus niet van x afhingen. 
Die onderstelling geeft dan n — 1 betrekkingen van den 
vorm 

yi(*~^)< +^3(^-1) < + +>(t-^> nn' = o, 

waarbij nu nog de betrekking 

y^c»-!) u,' +y2(— 1) V + y»(— 1)«; = X 

komt als gevolg van de substitutie in de gegeven ver- 
gelijking (6). 

Uit deze n betrekkingen, die ten opzichte van de onbe- 
kenden «1', Wg', ....!*«' van den eersten . graad zijn, volgt 
nu, wanneer wij de determinante 

yi ^2 yn 

y\ y^ Vn 

door /\n voorstellen (Baltzer, § 9. 4), 

""' ~ A- öy,(— 1)' 



en dus ook 

UTc 



"^*+/'l:^"^'^' 



waarin C* eene willekeurige standvastige aanduidt, zoodat 
de bepaling der onbekende u's tot eene eenvoudige qua- 
dratuur is teruggebracht. Voor de algemeene integraal 
der niet-herleide vergelijking vindt men derhalve 
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welke naar behooren n willekeurige standvastigen bevat. 

151. De hier verklaarde methode, die voor ruim eene 
eeuw het eerst door Lagrange werd voorgeslagen (Misc. 
Taur. p. 182; N. Mém. Acad. Berlin, 1775. p. 190) wordt 
met den karakteristieken naam van de methode van de 
variatie der standvastigen of van de verander- 
lijke parameters bestempeld. Behalve dat zij dus eene 
der oudste integratie-methoden is, is zij ook eene van die, 
welke het snelst tot ontwikkeling geraakten; en al is zij 
in den loop dezer eeuw door andere methoden gedeeltelijk 
verdrongen, toch blijft zij voor ons van het meeste belang, 
daar zij de toepassing behelst van een beginsel, dat ook 
in vraagstukken van andere deelen der hoogere wiskunde 
wordt toegepast. 

152. Boven zagen wij, dat door deze methode de alge- 
meene integraal eener niet-herleide lineaire differentiaal- 
vergelijking door eenvoudige quadraturen uit die der over- 
eenkomstige herleide kan worden afgeleid. Maar ook dan, 
wanneer niet de algemeene integraal, maar slechts een 
zeker aantal, bijv. m onderling onafhankelijke bijzondere 
integralen dezer laatste bekend zijn («ï<C«), kan deze 
methode ons dikwijls de algemeene integraal der niet- 
herleide vergelijking leeren kennen (d^Alembert, Misc. Taur. 
p. 881). Zijn namelijk ^j, y2,....ym die bijzondere inte- 
gralen, dan is ook 

y = Ci^i + Cgyg + + C«y«, 

zulk eene bijzondere integraal. Stelt men nu de gezochte 
algemeene integraal door 

y = ^1 ^1 + ^^2 + + «my« (91) 

voor, dan kan men weder m — 1 willekeurige onafhanke- 
lijke betrekkingen tusschen de m onbekende «'s aannemen, 
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terwijl de subetitutie in de gegeven niet-herleide rergelijking 
de m^ betrekking oplevert. Gaat men hierin geheel analoog 
te werk met de straks verklaarde handelwijze, dan ver- 
krijgt men m — 1 vergelijkingen van den vorm 

yjC*- 1)< +y3(*- 1) < + +.y.^*-'> ««' = O, 

alsmede eene lineaire differentiaal-vergelijking van de {n — 
— f>Cf orde in U, wanneer men 

y^(«-l) u^ +y2(«-l) < + +^«(«-l> «J = U 

stelt. De onbekende »'s worden derhalve ook 'hier door 
eenvoudige quadraturen (Baltzer, § 9. 3 en 4) 



y^k 






bepaald, maar die bepaling vereischt hierbij de voorafge- 
gane oplossing eener niet-herleide lineaire differentiaal- 
vergelijking van de {n — m)^ orde in U. 

Daar nu in de bijzondere integralen i/^, ^o^ • • • «y» ^^^" 
gens de gewone onderstelling geene willekeurige standvas- 
tigen voorkomen, zal de vergelijking (91) na substitutie 
van de waarden der u^s de algemeene integraal der gege- 
ven vergelijking opleveren. Immers worden bij de bereke- 
ning dier u's m willekeurige standvastigen ingevoerd, ter- 
wijl bovendien de algemeene integraal der differentiaal- 
vergelijking in U w — m andere willekeurige standvastigen 
heeft, zoodat de gevonden integraal naar behooren n wil- 
lekeurige standvastigen zal bevatten. 

153. De oplossing der niet-herleide lineaire differentiaal- 
veigelijking van de {n — nif orde in U is dus de eenige 
zwarigheid, die het vinden dier algemeene integraal in 
den weg staat: die oplossing is in ^t algemeen niet mede- 
lijk, wanneer m^^n — 1 is en alleen voor mz=zn — 1 al- 
gemeen uitvoerbaar (Malmsten, Crelle. Bd. XXXIX. S. 91), 
Hoe grooter n — m is, hoe meer men in het algemeen ge- 
vaar zal loopen, dat de verkregen vergelijking in U moei- 
lijker te integreeren zal zijn dan de gegeven niet-herleide 
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vei^elijking, en hoe minder men in de integratie dezer 
laatste zal slagen. Toch zijn er gevallen, waarbij de ge- 
zochte algemeene integraal zelfs gemakkelijk kan bepaald 
worden, wanneer slechts ééne enkele bijzondere integraal 
der herleide vergelijking bekend is, onder anderen dan 
wanneer de gezochte algemeene integraal is van den vorm 
y = {/{x)-^T,}cp{x), (92a) 

waarin 0{ai) de bekende bijzondere int^raal der herleide 
vei^elijking voorstelt. Daar nu 

ƒ ») = O 

de complementaire functie r» oplevert, zal de eindvei^e- 
lijking in U, of hier in dit bijzondere geval in u^ , zijn van 
den vorm 

zoodat (p{x)Tn de herleide vei^elijking identiek nul moet 
maken. Om nu de betrekkingen te bepalen, die daartoe 
tusschen de coëfficiënten der vei^elijking moeten bestaan, 
nemen wij de lineaire vergelijking der derde orde 

f' + X,f + X,/ + X,y = X, (92) 

en ' 

y = <ï) (ar) Tj 
voor de bijzondere int^raal van de herleide vei^elijking 

y" + x,/ + Xiy + Xoy = o (92b) 

Substitueeren wij nu hierin deze waarde van y en ne- 
men wij 

Fg = Cs a?^ -f- Cg a? -h Cj, 
dan verkrijgen wij eene vergelijking, die voor alle waar- 
den der C^s identiek nul moet zijn; elke der coëfficiënten 
dier C^s moet dus ook gelijk nul wezen en dit geeft voor 
de gezochte betrekkingen: 

(^2 cp" ^4,a^cp' + 2<p) Xg -f lx(p' + 20) ;r Xj -f Cpx^ Xq + 
+ (^3 cp"^ _|. Q^n + 6(J)') = O, 

{xcp" + 2$') X, + {xcp' + Cp) Xi + <px Xo + (^'" + W) = O, 
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en 0"X, + (p'X, + <pXo + (p'" = O; 

waardoor Xg, Xj en Xq in de bijzondere integraal en 
hare differentiaal-quotiënten kannen worden uitgedrukt. 
Nemen wij ^ = x, om een bijzonder geval na te gaan, 
dan gaan de gevonden vergelijkingen over in 

6a>X^ + Sw^X^ + a^Xo+6=zO, 
2X^ + 2a^X^ + x^Xo — 
en . Xj + ^^0 = O , 

6^6^ 3 

waaruit volgt : Xq = ^, X^ = — g- en Xg = — 



w 



De vergelijking 



4/' + -^/-i^ = X, ....(93) 



of wat hetzelfde is 

a?8 f' — 3^3 yn ^ Q^y — 6y = Xa:^, 

kan dus op bovenstaande wijze geïntegreerd worden, wan- 
neer yi = af als eene bijzondere integraal der herleide ver- 
gelijking bekend is. De onderstelling, dat 

de algemeene integraal is der gegeven vergelijking, geeft 
dan ook als uitkomst der substitutie 

m^"' = X, 

derhalve ook 

en voor de gezochte algemeene integraal 

y — xJ^^^ — dx^-\-xY^, 

wat met (92a) rolkomen overeenstemt. 

Op dezelfde wijze kan men de betrekkingen bepalen. 



Digitized by 



Google 



173 § 168. 

welke tusschen de coëfficiënten der lineaire vergelijking 
van de vierde of hoogere orde en de bekende bijzondere 
integraal moeten bestaan om op deze wijze behandeld te 
kunnen worden "). Voor de lineaire vergelijkingen der 
tweede orde is die bepaling geheel overbodig, daar door 
de behandelde methode steeds tot de algemeene integraal 
der niet-herleide vergelijking 

f + X,y + Xoy = X (94) 

kan worden besloten ook wanneer slechts ééne bijzondere 
integraal der herleide vergelijking 

bekend is, omdat alsdan de lineaire vergelijking in U slechts 
tot de eerste orde opklimt. 

154. Uit de voorgaande beschouwingen ziet men, dat 
de methode van de variatie der standvastigen in elk ge- 
val tot de algemeene integraal van de algemeene niet- 
herleide lineaire dififerentiaal-vergelijking der «e orde voert, 
wanneer men n of n — 1 onafhankelijke bijzondere inte- 
gralen der herleide vergelijking kent, en voorts dat zij 
het vinden dier algemeene integraal terugbrengt tot het 
oplossen eener differentiaal- vergelijking van de {n — m)^ 
orde, indien slechts m bijzondere integralen der herleide 
vergelijking bekend zijn. Zij voltooit dus het werk, dat 
andere methoden bij de integratie der niet-herleide lineaire 
vergelijkingen nog hadden ovei^elaten te doen; zij is der- 
halve eene hulp-methode, die alleen dan van nut is, wan- 
neer door andere, haar vreemde middelen, hare toepassing 
is mogelijk gemaakt. Haar werkkring strekt zich overigens 
uit over alle lineaire differentiaal-vergelijkingen, en het is 



^^) Evenzoo kan men ook die betrekkingen bepalen voor het geval dat 
men een ander verband aanneemt tusschen de integralen der herleide en 
niet-herleide vergeiykingen. 
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merkwaardige hoe gemakkelijk zij zich schikt naar de 
verschillende vormen, waarin die vergelijkingen voorko- 
men. Een paar voorbeelden zullen deze bewering staven. 
155. Nemen wij de herleide lineaire diflferentiaal-verge- 
lijking met standvastige coëfficiënten 

yW + A«-i ƒ--!) + A«^,y(»-2)+.... Al y'+Aoy = 0, (95) 

en laat de équation caractéristique 

tot wortels hebben 

m i- if ^i -{- i, . . . ., «^» plus nog i gelijke wortels %, 
dan zijn 

n — i-^-l bijzondere integralen der gegeven vergelijking. 
De natuurlijkste, hoewel niet de meest wetenschappelijke 
weg om de algemeene integraal der vergelijking te bepalen, 
is nu van de methodje van de variatie der standvastigen 
gebruik te maken en door middel daarvan de overige 
i — 1 bijzondere integralen af te leiden. Wij behoeven 
daartoe echter volstrekt niet den boven verklaarden alge- 
meenen weg in te slaan, maar nemen alleen die bijzon- 
dere integraal, welke met de gelijke wortels overeenkomt, 
•dus hier y^ = C^*«*; hierin beschouwen wij C als eene 
nog onbekende functie van x, welke wij tot hiertoe door 
u voorstelden, en substitueeren alsdan die bijzondere inte-= 
graal in de gegeven vei^elijking (Riemann, S. 99; Moigno, 
p. 607; Sturm, § 587—590). Die substitutie geeft 



..[$(»,)C+*'WC'+*>i'c"+...+ï;5i)c<-» 



+ 



of daar cp(m^) = A gelijke wortels m^ heeft en dus ^{m^) = 

= <p' {m^) = cp"{m^) = = cp(*-i)(»ïj) = O is, na om- 

zetting ook de vergelijking 



Digiti 



zedby Google 



175 § 155. 

q^o.. + + 2^c.»=o. 

Aan deze vergelijking wordt voldaan door C^*^ = O te stel- 
len, daar alsdan ook alle volgende diflferentiaal-quotienten 
gelijk nul zijn, en dus ieder term der vergelijking ver- 
dwijnt. Uit 

ö*^ = O 
volgt echter 

zoodat de bijzondere integraal luidt 

Deze bevat i willekeurige standvastigen en geeft dus met 
de overige n — k bijzondere integralen voor de gezochte 
algemeene integraal 

Op volkomen dezelfde wijze handelt men, wanneer de 
vergelijking <p{m) = meer dan eene groep gelijke wor- 
tels heeft. 

156. Als tweede voorbeeld diene het volgende: door toe- 
passing van de bekende eigenschap, dat 

de algemeene integraal is eener niet-herleide lineaire dif- 
ferentiaal-vergelijking, indien 

eene bijzondere integraal derzelve en 

de algemeene integraal der herleide vergelijking voorstelt, 
kan men zeer gemakkelijk de algemeene integraal der li- 
neaire vergelijking met standvastige coëfficiënten 
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/->+A«.,y— i)+A«^,/'-«)+...+Aiy+Aoy=X(9öa) 
bepalen, wanneer X tot eene der drie vormen 

m m 

X = 2 flf* ^Tjt, X = S [flf* Cos [nik X + p) -^ bk Sin {nik x + p)] 
of X = 2a*5'"*' behoort (Moigno, p. 626; Duhamel, p. 63; 

Sturm, p. 125). Is bijv. 

X = «1 c«'* + a^ff^t* + , 

dan beschouwt men de gegeven vergelijking als de som 
der vergelijkingen 

w^") + An _ 1 «^^«- 1) + A« « 2«(«-2> ... -I- Ajtt' -f K^u=a^ ^i' 

!;('') + A„_ii;f'»-^)+A„_2t?(«~*^ + -\'k^v'+AQV = a^é^-' 

enz. 

en tracht vervolgens de standvastigen C^, Cg, enz. zooda- 
nig te bepalen, dat 

u=.C^ e^i', 17 = Cg €*«', 

bijzondere integralen zijn dezer vergelijkingen; 

y = Y + Cie«.' + C3é?«.' + ...... 

is alsdan de gezochte algemeene integraal. 

In een enkel geval kan men echter niet op deze wijze 
te werk gaan, en wel als 

ak Cos [nik X + jo) + h^ Sin («»* a? + Z') 
of at «**** 

bijzondere integralen zijn van de overeenkomstige herleide 
vergelijking, daar dan de substitutie van 

C;^ Cos [nik ?? + 1^) + C; Sin [mt x-^-p) 
of van C^ 5*"*' 

het eerste lid identiek nul maakt, en het bijgevolg onmo- 
gelijk is het gelijk te stellen met het tweede. In dit geval 
leert de methode van de variatie der standvastigen on- 
middellijk de algemeene integraal kennen. 
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Zij bijv. de diflferentiaal-vei^elijking 

yiv + 2y" — 2y — ;y = «^', (96) 

dan heeft de vergelijking 

(p [m) = »^* + 2«*8 — 2w— 1 = O 

één wortel «» = 1 en drie wortels »* = — 1, zoodat 

y'=-é' en y^zz.er'^ 

twee bijzondere integralen zijn der overeenkomstige her- 
leide vergelijking, en dus de gegeven vergelijking in het 
bovengenoemde geval van uitzondering verkeert. De be- 
schouwde methode leert nu de gezochte algemeene inte- 
graal vinden, zonder dat het daartoe noodig \& vooraf 
de integraal der herleide vergelijking aan te vullen. 
Daartoe beschouwt men in de bijzondere integraal der- 
zelve, 

C afhankelijk van x en substitueert dan deze waarde in 
die vergelijking, waardoor men verkrijgt 

oi wat hetzelfde is 

C" — 2C" = a. 
Hieraan wordt voldaan door 

daar alsdan C" = O is. Men vindt dus 

derhalve voor de algemeene integraal der gegeven ver- 
gelijking 

12 
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weljce naar behooren vier willekeurige standvastigen be- 
vat 52). 

157. Niet alleen wanneer de gevonden bijzondere inte- 
gralen in een gesloten vorm voorkomen (zie o. a. § 176), 
maar ook wanneer zij den vorm hebben eener niet-som- 
meerba-re reeks, kan- de methode van de variatie derstand- 
vastigen worden toegepast. Zoo vonden wij (§ 73) voor de 
vergelijking 

^*y'+^^y+y=o (45) 

de bijzondere integraal 

yi = l — (2.;r)~2+(2.4.rf-2)-2— (2.4.6 .a^)-^-^.... 
Door nu in de vergelijking 

C als eene functie van x te beschouwen, vindt men voor 
de algemeene integraal 



»=/.(c,+c./^) 



Nu is echter 



waarin éj, Jg, ig,.... gemakkelijk te bepalen getallen- 
coëfficiënten voorstellen; voor de gezochte algemeene inte- 
graal heeft men derhalve 

y = [1 — (2.;r)-2+ (2 . 4^.xY^—{^A.Q.a^)-^+...']ÏG^~ 
158. Komen in de lineaire diflferentiaal-vei^elijking y 



**') Vergelijk hiermede de onwetenschappelijke behandeling van Coumot, 
p. 240; alsmede de handelwijzen van, Moigno, p. 628; Sturm, p. 127; en an- 
deren. 
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en de eerste k — 1 differentiaal-quotiënten ƒ, ƒ', ƒ*-!) 

niet voor, dan kan men klaarblijkelijk uit de (w — i)e in- 
tegraal der herleide vergelijking tot de {n — hy integraal 
der niet-herleide vergelijking besluiten door ^(*> als nieu^v^e 
afhankelijk veranderlijke in beide in te voeren {zie §13). 
Zoo wordt bijv. de vergelijking 

y^"^- Jqrï = F(;r) (97) 

aldus behandeld. Uit de herleide vergelijking vindt men 

/«-i) = C(^ + l); 

deze waarde voor veranderlijke C in de gegeven vergelij- 
king gesubstitueerd^ geeft 

en dus 

en 

bijgevolg ook 

159. Uit de voorgaande voorbeelden ziet men, dat de 
methode van de variatie der standvastigen zich gemakke- 
lijk leent tot de behandeling van die gevallen van uit- 
zondering bij de lineaire differentiaal-vergelijkingen, die 
de toepassing van andere methoden onmogelijk maken. 
De uitgebreide toepassing en het hooge gewicht dier 
methode zijn dan ook waarschijnlijk de redenen, dat zij 
onder zeer verschillende vormen voorkomt. Wij hebben 
bijv. gezien, dat, ^wanneer van de herleide lineaire verge- 
lijking (6) ééne bijzondere integraal 



Digiti 



zedby Google 



§ 159. 180 

bekend is, de oplossing der niet-herleide vergelijking (6c) 
en dus ook die der herleide kan worden teruggebracht tot 
de integratie eener lineaire vergelijking in U van de (n — l)e 
orde, door Cj als eene van x afhankelijke functie te be- 
schouwen. Hierin is alsdan 

TT ^1 

en dusCi = /— diT, zoodat de substitutie van 



,0.=/° 



onmiddellijk tot dezelfde verlaging moet voeren en niets 
anders is dan eene samenvoeging van de beide bewerkin- 
gen, welke de methode van de variatie der standvastigen 
vereischt. Deze substitutie wordt nu echter niet in dien 
zin beschouwd, maar als eene afzonderlijke methode be- 
handeld (Moigno, § 226—8 en § 237; Sturm, § 600) en 
•als zoodanig uitgebreid voor het geval, dat er twee of 
meer bijzondere integralen der herleide vei^elijking ge- 
vonden zijn. Is er bijv.» ook een tweede bijzondere integraal 

bekend, dan moet ook 



of wat hetzelfde is 



z,=rf,li. 



zijn; zoodat dan ook eene bijzondere integraal van de ver- 
kregen vergelijking van de {n — l)e orde bekend is, en men 
derhalve de verlaging kan voortzetten door te stellen 

zzizzjj^vdx 
enz. 

160. Deze samenvatting der beide substituties heeft on- 
tegenzeggelijk een groot voordeel, wanneer slechts enkele 
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van nul verschillende bijzondere integralen bekend zijn; 
maar zij is in den regel veel omslachtiger, wanneer al 
de bijzondere integralen der herleide vergelijking gegeven 
zijn, doordat hierbij de verlaging der orde na elke substi- 
tutie slechts ééne eenheid bedraagt, en er dus n achter- 
eenvolgende substituties noodig zijn om de begeerde al- 
gemeene integraal der niet-herleide vergelijking te bepalen. 
Bij vei^elijkingen der tweede orde is zij, om der kortheid- 
wille echter steeds boven de voorgaande handelwijze te 
verkiezen.' Wordt bijv. gevraagd de algemeene integraal 
der vei^elijking 

^ y' + Xiy + Xoy = X (94) 

te bepalen, indien y^ als bijzondere integraal der overeen- 
kpmstige herleide vergelijking gegeven is, dan voert de 
substitutie van 

tot de lineaire vei^elijking der eerste orde 

y,^' + (Xiyi + 2yi')^-X, 

die ontniddellijk kan worden opgelost, en dus de gezochte 
integraal leert vinden. 

Was nu bovendien y^ als tweede bijzondere integi'aal der 
herleide vergelijking bekend, dan zou de substitutie van 

waarin z^z=:ds — is, de vergelijking geven 

X 

v = , 

zoodat men voor de algemeene integraal vindt 






waarin twee willekeurige standvastigen der integratie voor- 
komen. 

Op volkomen analoge wijze kan men de algemeene in- 
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tegraal eener niet-herleide lineaire vergelijking der «e orde 
brengen in den vorm 



y—y\S^i^^S^idx /«i^^r 



y\H^\ «/ 

dat wil zeggen: kan men die algemeene integraal bepalen 
door middel eener veelvoudige integraal uit de bijzondere 
integralen van n herleide lineaire vei^elijkingen, die ach- 
tereenvolgens tot de n^y (« — \)% Ie orde afdalen 

(Moigno, p. 566). 

In dezen laatsten vorm wordt echter de methode van 
de variatie der standvastigen zelden toegepast; zelfs bij de 
meest eenvoudige lineaire vei^elij kingen, die met stand- 
vastige coëfficiënten, is deze nieuwe wijziging omslachtig 
in het gebruik; uit een theoretisch oogpunt beschouwd, 
heeft zij echter hierbij iets voor boven de oorspronkelijke 
handelwijze, daar zij. door eene geringe wijziging onmid- 
dellijk de integraal der niet-herleide vergelijking leert 
kennen. Stelt men namelijk achtereenvolgens 

y = e^^' Jzdx, 

z :=! eF^' J* vdx y 

enz., dan zal de voortdurende verlaging der orde, die door 

x^y ^2, verkregen wordt, rechtstreeks tot de gezochte 

integraal voeren. Het voordeel dezer oplossing is echter 
alleen zuiver theoretisch, en heeft voor de practijk vol- 
strekt geene waarde, daar zij alleen door verdeeling van 
den arbeid van de handelwijze, in § 150 verklaard, onder- 
scheiden is (zie Moigno, p. 590). 

161. Ook eene andere methode, die vooral van belang 
is bij de oplossing van de lineaire vergelijkingen der eer- 
ste orde, maar ook hare toepassing vindt bij die van de 
tweede en hoogere orde, kunnen wij tot de methode van 
de variatie der standvastigen terugbrengen. Wij hebben 
hier het oog op de methode, waarbij men de afhankelijk 
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reranderlijke door twee nieuwe afhankelijk veranderlijken 
vervangt (Lacroix, 1. c. p. 187). Deze handelwijze komt vol- 
komen met de methode van de variatie der standvastigen 
overeen, wanneer men vooraf slechts opmerkt, dat eene 
der beide nieuwe veranderleken de bijzondere integraal 
der herleide vergelijking voorstelt. 

162. Tot hiertoe beschouwden wij alleen lineaire diflFe- 
rentiaal-vergelijkingen en uit die beschouwing is ons ge- 
bleken, dat de werkkring van de methode van de variatie 
der standvastigen zich over alle zoodanige vergelijkingen 
uitstrekt, indien men namelijk, óf de' algemeene integraal 
der herleide vergelijking, óf « — 1 harer bijzondere inte- 
gralen kent. Maar ook bij niet-lineaire diflferentiaal-vei^e- 
lijkingen kan zij worden toegepast, hoewel men alsdan 
niet zoo gemakkelijk tot het doel, de algemeene integraal, 
geraakt. 

Men verkrijgt alsdan een stelsel differentiaal-vergelijkin- 
gen, waaruit men de verlangde u's (§ 150) moet oplossen, 
in welke echter niet alleen de differentiaal-quotiënten van 
u in de eerste macht, maar in ^t algemeen ook producten 
dier ti^s of machten en producten dier differentiaal-quo- 
tiënten kunnen voorkomen. Overigens gaat men hierbij 
evenzoo te werk als bij de lineaire vergelijkingen: men 
laatr in de gegeven vergelijking vooreerst die termen weg, 
welke de onmiddellijke toepassing van de eene of andere 
hoofd-methode verhinderen; vervolgens integreert men de 
daardoor verkregen herleide vergelijking; en nu wordt aan 
de integraal der oorspronkelijke vergelijking denzelfden 
vorm toegekend als aan die der aangenomene, met dit 
oüderscheid, dat men de willekeurige standvastigen, die in 
deze laatste voorkomen, als nog onbekende functiën van 
x aanziet, welke door de substitutie moeten worden bepaald. 

De niet-lineaire vergelijking kan hierbij van dien aard 
zijn, dat het verkieslijk is om in plaats van eene bijzon- 
dere of de algemeene integraal der herleide vei^elijking 
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hare eerste, tweede, integraal te nemen en aan de 

eerste, tweede, integraal der oorspronkelijke vei^elij- 

king denzelfden vorm toe te schrijven, en zoodoende deze 
te bepalen (§ 158). 

Neemt men bijv. de reeds meermalen vermelde vei^e- 
lijking van Liouville (§ 22; Moigno, p. 672) 

y' + Yy'^ + Xy = 0; (14) 

was deze eenvoudig 

y" + Xy = 0, (14a) 

dan zou de eerste integratie zeer eenvoudig zijn en geven 

y' — Q,e-S^^*^ 

zonder nu hieruit de waarde van y af te leiden, beproeve 
men of aan de oorspronkelijke vergelijking door de gevon- 
den waarde van y* kan worden voldaan, wanneer men 
C als eene nog onbekende functie van x beschouwt. In 
die onderstelling geeft de substitutie dezer waarde van y' 
in de vei^elijking (14) 

waarvoor men kan schrijven 



(5+Tc)y = 0. 



Daar nu ƒ in H algemeen van nul verschilt, moet de 
factor tusschen de haakjes nul zijn, dus 

waaruit volgt 

zoodat men vindt 

y' = Q,^€rS^^y e-S^* 

voor de eerste integraal der beschouwde vergelijking; enz. 
zie § 36. 

In dit voorbeeld was de herleide vergelijking (14a) ü- 
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neair en het is duidelijk^ dat men langs den gemakke- 
lijksten weg tot eene uitkomst zal geraken, wanneer het 
deel der vergelijking, dat men aanvankelijk beschouwt, 
lineair is. Die lineariteit is echter geenszins een noodza- 
kelijk vereischte voor het welslagen der integratie, zooals 
blijkt, wanneer men van de vorige vergelijking (14) 

als de herleide vergelijking aanmerkt. Hieruit toch volgt 

en dus ook * 

Op dezelfde wijze als straks te werk gaande geeft de sub- 
stitutie 

bijgevolg 

en voor de eerste integraal 

even als boven. 

163. Ook de veigelijking van de derde orde 

y" + xy' + Yy'y = o (98) 

kan op deze beide wijzen behandeld worden: neemt men 

/' + Y/y' = 0, 
dan kan men daarvoor schrijven 

waaruit volgt 

Verder geeft de substitutie dezer waarde, m de onder- 
stelling dat C van x afhangt, in de gegeven vergelijking 
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C'4-XC = 0, 
derhalve ook 

en voor de eerste integraal der genoemde vergelijking 
f — G^e-f^'e-f^^K 
Had men de lineaire vergelijking 

als de herleide aangezien, dan zoude men dezelfde uitkomst 
hebben verkregen. 

164. In § 91 hebben wij gezien, hoe men soms door de 
eenvoudige substitutie y =: e^' één of meer bijzondere in- 
tegi*alen eener niet-lineaire homogene vergelijking der 
tweede soort kan bepalen. Tevens hebben wij daarbij er 
op gewezen, 'hoe de methode van de variatie der stand- 
vastigen in dat geval kan dienen om de zoo verkregen 
integraal aan te vullen. Zoo leverde bijv.- de bovenge- 
noemde substitutie voor de vergelijking 

yy''-2/^H-y = (51) 

de bijzondere integralen 

i/i^ze' en i/^=zer-'', 
substitueert men nu de waarde 

in de onderstelling dat C^ en Cg van x afhangen, in de 
vei^elijking (51), op dezelfde wijze als zulks in § 152 bij 
lineaire vergelijkingen is geschied, dan verkrijgt men, be- 
halve de vooi*waarde 

C/^ + Cg'e-'^O, 
als uitkomst der substitutie 

4CiC, — CiC^' + C/CgmO; 

en uit deze beide voorwaardens-vergelijkingen volgt nu 
na eene gemakkelijke* integratie 
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en Cj=:C3C,«*'(l + C,«^)-^ 

en dus ook voor de gezochte algemeene int^raal 

Op volkomen analoge wijze vindt men y = e' als bij- 
zondere integraal van de vergelijking 

y'y" — yy" — ^'*+ayy'=0 (99) 

De substitutie van y = Ce* voert nu hierbij onmiddellijk 
tot de vergelijking 

C" + (2 _ a-) C' + (1 — ar) C = O, 
welke terstond geeft 

zoodat men voor de algemeene integraal vindt 

y = C, + C^Jei''ch. 

165. In verreweg de meeste gevallen voeren echter de 
voorwaardens-vergelijkingen bij zulke niet-lineaire verge- 
lijkingen tot een stelsel vergelijkingen, dat moeilijker te 
integreeren is dan de oorspronkelijke vergelijking zelve. 
In enkele gevallen kan men echter die meerdere inge- 
wikkeldheid voorkomen door aan de onderstelde algemeene 
integraal een bepaalden vorm te geven: zoo is bijv. 

eene bijzondere integraal van de vergelijking 

^yy' + ^y^-hyy = o (loo) 

(een bijzonder geval van de vergelijking (14)); door nu 



als de algemeene integraal te beschouwen, komt men tot 
de lineaire vergelijking 

lx . 
terwijl daarentegen de onderstelling 
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tot eene niet-lineaire vei^elijking zou gevoerd hebben. 

166. Alleen van eene differentiaal- vergelijking der tweede 
orde, die niet-lineair is en waarvan men op de eene of 
andere wijze ééne bijzondere integraal heeft gevonden, 
kan men zeggen, dat haar algemeene integraal dikwijls 
door de methode van de variatie der standvastigen kan 
worden bepaald. Is echter geene enkele bijzondere inte- 
graal bekend van zulk eene niet-lineaire, niet-homogene 
vergelijking der tweede orde, die niet tot eene der vroe- 
ger besproken vormen (§ 13) behoort, en waarin dus ge^ne 
der grootheden x, y of y' ontbreekt, zoo heeft men slechts 
weinige hulpmiddelen voor hare integratie. Het naast ligt 
natuurlijk voor de hand om door de substitutie van nieuwe 
veranderlijken de vei^elijking tot eene der zoo even ge- 
noemde vormen terug te brengen, en om hierbij talrijke 
proefnemingen te ontgaan en zoo spoedig mogelijk de 
meest voordeelige substitutie te vinden, kan men zich 
dan nog in enkele gevallen van de methode van de va- 
riatie der standvastigen bedienen. 

167. Uit het voorafgaande volgt, dat de methode van 
de variatie der standvastigen ook bij de integratie der 
niet-lineaire differentiaal- vergelijkingen goede diensten be- 
wijst, hoewel haar werkkring daarbij veel meer beperkt 
is dan bij de lineaire vergelijkingen, daar zij bij deze als 
eene algemeene methode kan worden beschouwd, terwijl 
zij bij de niet-lineaire vergelijkingen slechts bij uitzonde- 
ring kan worden toegepast. Ook bij deze niet-lineaire ver- 
gelijkingen is men blijkbaar altijd gerechtigd om te trach- 
ten tot eene oplossing te komen door de afhankelijk ver- 
anderlijke te vervangen door eene nieuwe of ook door een 
stelsel nieuwe veranderlijken, die men aan een. bepaald 
aantal voorwaarden bindt, maar niet altijd zal de vei^e- 
lijking, die als uitkomst dezer substitutie de plaats der 
oorspronkelijke vergelijking inneemt, gemakkelijker te in- 
tegreeren zijn dan deze. 
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168. Deze toepassing op de niet-lineaire vergelijkingen 
heeft de methode van de variatie der standvastigen voor 
boven elke andere aanvuUings-methode. Zij is bovendien 
de eenige dezer methoden, die een tweeledig doel beoogt: 
de integraal eener diflferentiaal-vejrgelijking aan te vullen 
en die integraal uit de integraal eener analoge vergelij- 
king af te leiden. 

Het eerste doel heeft zij o. a. met de methode van 
d^Alembert gemeen, die wij thans, in verband met haar, 
nader zullen beschouwen. 

g. DE METHODE VAN D^ALEMBEfiT. 

169. Onder de methoden, welke men bezigt om de 
integraal eener herleide lineaire differentiaal-vergelijking 
aan te vullen, ingeval de aangewende methode tot hare 
volledige integratie te kort schiet, bekleedt de methode 
van d^Alembert ^^) eene voorname plaats, zoowel om 
de eenvoudigheid van toepassing, als om den spoed, waar- 
mede zij tot het doel voert; om die redenen wordt dan 
ook deze methode in elk werk over differentiaal-vergelij- 
kingen min of meer uitvoerig beschreven. Toch hebben 
wij haar in § 85 gerangschikt onder de kunstgrepen, 
waardoor men de onvolkomenheid der theorie moest ver- 
helpen en zoo mogelijk bedekken, en wij gelooven, dat 
een enkele vluchtige blik voldoende is, om die rangschik- 
king te rechtvaardigen. 

Reeds de onderstelling, dat de gelijke wortels der équa- 
tion caractéristique ongelijk en veranderlijk zijn, sluit iets 
ongerijmds in zich; maar meer nog dan ten gevolge van die 
eenigzins absurde onderstelling verliest deze methode alle 
theoretische waarde door de vormen 0.oo,oo — oo, enz., 
die bij hare toepassing voorkomen. Door k posterioristische 
bewerkingen en andere zuiver theoretische methoden over- 



^) J. Ie Rond d'Alembert, Opuscules mathématiques. Paris, David. 1761. T. 1. 
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tuigd zijnde van de juistheid harer uitkomsten^ laat men 
echter meestal gaarne hare theoretische waarde voor wat 
zij is, om de groote practische voordeden, die de methode 
ons aanbiedt. Geene enkele der methoden, die haar kan 
vervangen, voert zoo spoedig tot het doel, als zij; geene 
enkele helpt zoo gemakkelijk de bezwaren overwinnen, 
welke onder bijzondere omstandigheden de gewone toepas- 
sing eener hoofd-methode in den weg staan; of leidt zoo 
eenvoudig voor zekere bijzondere waarden van de stand- 
vastige coëfficiënten der vergelijking, die een anderen vorm 
voor de integraal medebrengen, de algemeene integraal af 
uit haren algemeenen vorm, als juist deze ontheoretische 
methode van d^Alembert; zoodat men haar met alle recht 
als eene der voornaamste aanvullings-methoden aanmerkt. 

Hare uitgebreide toepassing zal het dan ook billijken, 
dat wij haar hier nader beschouwen in verband met de 
voorgaande methode; daarbij moeten wij voornamelijk het 
oog vestigen op de beginselen, waarop beide methoden 
steunen; op den arbeid, dien hare toepassing vereischt; 
en op de meerdere of mindere algemeenheid dier 
toepassing zelve. 

170. Letten wij dan vooreerst op de beginselen, waarop 
de genoemde methoden steunen. Bij de methode van de 
variatie der standvastigen beschouwt men de bijzondere 
integraal 

waarin zich de twee of meer schijnbaar gelijke hebben 
opgelost, terecht als eene uit zooveel enkelvoudige samen- 
gestelde bijzondere integraal; en onderstelt daarbij alleen, 
dat deze enkelvoudige integralen alle y^ tot factor hebben 
en tot tweeden factor eene functie van Xy welke laatste in 
de willekeurige standvastige C* zijn opgelost. Door die on- 
derstelling wordt C* zelve van x afhankelijk en neemt zij 
den vorm aan van B* /(ar), waarin B* eene nieuwe wille- 
keurige standvastige voorstelt. De factor f{x) wordt nu 
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door substitutie in de gegeven differentiaal-vergelijking 
bepaald. Door deze substitutie wordt daarbij, de gegrond- 
heid der genoemde onderstelling aangetoond; — deze on- 
derstelling lag uit den aard der zaak voor de hand en is 
alleszins gewettigd, omdat elke bijzondere integraal eener 
diflferentiaal-vergelijking eene functie zijnde van a?, als het 
product van twee functiën van x mag worden beschouwd, 
waarvan de eene als bekend wordt ondersteld. 

Het beginsel, waarop de methode van de variatie der 
standvastigen berust, moge dus niet zuiver wetenschappe- 
lijk zijn, omdat men daarbij tot eene, hoezeer geoorloofde 
onderstelling zijne toevlucht neemt; het is uit de natuur 
der bijzondere integralen afgeleid, en in zoover dan toch 
door de wetenschap aangegeven, en bevat dan ook geene 
enkele ongerijmdheid, die aanleiding geeft om de toepas* 
sing er van, of m. a. w. de uitkomsten door de methode 
verkregen, te wantrouwen. 

171. De methode van d^Alembert steunt daarentegen op 
een beginsel, dat geheel en al buiten de theorie der diflfe- 
rentiaal-vergelijkingen ligt, en bijgevolg ook niet uit den 
aard der bijzondere integralen kan worden afgeleid. Los- 
sen twee (of meer) bijzondere integralen 

y\ — Fi (^, a) en y^ = Fg {x, b) 
zich op in eene enkele 

yz=i¥^{x,m), 
en is dit verschijnsel - een gevolg daarvan, dat men aan 
eene der standvastige coëfficiënten der differentiaal-verge- 
lijking eene bijzondere waarde m toekent, dan neemt men 

yi = Fj {x, m) en ^g = Grens Fg {x, m -+- S), 
voor Grena 5 = 0, beide als bijzondere integralen der ver- 
gelijking aan; waarbij natuurlijk Fg voor 5 = niet on- 
doorloopend mag worden. Men onderstelt dus, dat deze 
beide integralen verschillen en beide aan de vergelijking 
voldoen. Daarbij substitueert men derhalve in ééne der 
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gelijk wordende bijzondere integralen voor den genoemden 
standvastigen coëfficiënt der vei-gelijking onmiddellijk zijne 
bijzondere waarde^ en laat die standvastige daarentegen 
bij de overige eene veranderlijke waarde aannemen, die 
tot de genoemde bijzondere waarde convergeert. 

Is het schijnbaar gelijk zijn der bijzondere integralen 
een gevolg van het gelijk zijn van twee of meer wortels 
der équation caractéristique, bijv. van 

m^, m^, «»3, ^k + if 

dan beschouwt men deze wortels als ongelijk en op één 
na als veranderlijk 

^if % •+• Sj , ^«1 + ^si ««1 -+- 5* ; 

stel nu dat de som der uitkomsten, die de achtereenvol- 
gende substituties dezer waarden opleveren, zij 
y=^, [Ca + C, Fj (:r, 5,) -I- C,Fi {x,i,)-^....^G,F,{x,i,)], 
dan ontwikkelt men de verschillende F in reeksen, om 
alsdan tot de grenzen S^ = 5^ =.... = 5^ = O over te gaan. 

Bij deze methode van d^Alembert geeft men dus in de 
algemeene integraal, eener diflferentiaal- vergelijking aan 
dezelfde standvastige twee of meer verschillende waarden, 
waarvan de eene //standvastig^^, de overige daarentegen 
veranderlijk zijn, maar tot die standvastige waarde con- 
vergeeren. Deze ongerijmde en k priori door niets gewet- 
tigde handelwijze zou nog in verreweg het meest voorko- 
mende geval, de gelijkheid van de wortels der équation 
caractéristique, tot niets Voeren, indien men niet vooraf 
met de uitkomst bekend ware. Men ontwikkelt namelijk 
Fi(a', Sj), Fi(;r, Sg), enz. in reeksen, waardoor men eene 
vergelijking verkrijgt van den vorm 

'-o 1 1 

. . . -h/H» 2 C* S*« + . . . . +/(*)*-• 2 C, S**-i + 
1 I 
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en door de bekende uitkomst geleid, stelt men nu hierin 

ik k 

2 C* = Bq, ZCkh = Bi, enz. tot 2 C* 5/ = B;^; waarbij 

1' 1 

Bq, Bj, . . . B* weder als eindige en willekeurige standvas- 
tigen worden beschouwd, zonder dat men er zich om be- 
kreunt, dat door den daaropvolgenden grensovergang de 
oorspronkelijke, ook als eindige willekeurige standvastigen 
beschouwde, C^s oneindige waarden bekomen van de eer- 
ste tot en met de ^ orde. 

Zoowel de ongerijmdheid, die in het beginsel, waarop 
de methode berust, ligt opgesloten, als die, welke de toe- 
passing van dit beginsel, als een gevolg van deze eerste, 
medebrengt, geven ons wettige reden om de uitkomsten 
van deze methode te wantrouwen; in dit opzicht staat dan 
ook deze methode verre achter bij die van de variatie der 
standvastigen. Terwijl deze laatste steunt op een beginsel, 
dat ook bij vraagstukken op andere deelen der wiskunde 
betrekking hebbende, menigvuldig wordt toegepast, en dus 
van het hoogste belang is voor de wetenschap zelve, mist 
de methode van d'Alembert alle theoretische waarde en 
beschouwt men haar gewoonlijk als eene kunstgreep, die 
geoorloofd is, in zoover andere methoden hare uitkomsten 
hebben bevestigd, of deze k posteriori als geldig zijn erkend. 

172. Voor den pl^ctischen man is het echter onverschil- 
lig of de methode, die hij aanwendt, op een theoretisch 
of op een ongerijmd beginsel berust, indien slechts de uit- 
komsten, die de toepassing dier methode hem oplevert, 
blijken proef houdend te zijn. Hij kent slechts twee hoofd- 
punten van vergelijking voor de verschillende aanvullings- 
methoden : de algemeenheid harer toepassing en den arbeid, 
dien deze toepassing vereischt. Kan hij de algemeene in- 
tegraal eener vergelijking door verschillende methoden be- 
palen, zoo beslist alleen de arbeid, dien hij daarbij heeft 
te verrichten, zijne keuze. Van deze zuiver practische zijde 
zullen wij* daarom thans bovenstaande methoden vergelij- 

18 
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ken. Zijn eenige {i) wortels der équation caractéristique 
van eene herleide lineaire vergelijking met standvastige 
coëfficiënten gelijk, dan vereischt de methode van de va- 
riatie der standvastigen de substitutie van de verkregen 
bijzondere integraal 

in de gegeven differentiaal-vergelijking, waarbij dan Ct als 
van O! afhankelijk wordt beschouwd. Hierdoor verkrijgt 
men eene diflferentiaal-vergelijking der n^- orde, van den vorm 

An CC«) + A„^i C(«-i) -+- + Ai C(*> = O, 

waarvan men echter alleen eene bijzondere integraal met 
k willekeurige standvastigen noodig heeft. Het ligt nu voor 
de hand om voor de bepaling dier integraal 

O*) = O 

te stellen, wat klaarblijkelijk aan de voorgaande vei^elij- 
king voldoet en de gezochte bijzondere integraal oplevert. 

Bij de methode van d'Alembert schrijft men de functiën 

Fi(a?.5i), Fi(a?.S2), , in den vorm van exponentiele 

uitdrukkingen ^'^*^*^i), e^'^'^'''^^\ , vervangt deze door 

den bekenden reeksen-vorm, en gaat dan op eene bijzon- 
dere, zeer eenvoudige wijze ioi grens 5^ = Grens Sg r= . . . = O 
over. 

De substitutie, die bij de methode van de variatie der 
standvastigen voorkomt, wordt dus bij die van d^Alembert 
door een eenvoudigen grensovergang vervangen, zoodat 
deze laatste methode in kortheid van bewerking boven de 
eerste staat. 

173. Is bijv. gegeven de differentiaal-vergelijking 

^iv_2y'' + 2y' — y=0, (101) 

dan vindt men voor de équation caractéristique 

»ï* — 2«ï» -h 2/» — 1 = O, 
waarvoor men kan schrijven 
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(w— l)»(«^-^-l) = 0; 
zoo<iat 

y = Gie* en j^rzCg^""' 

twee bijzondere integralen der gegeven vergelijking zijn. 
Omdat drie waarden van m gelijk zijn aan 1, beschouwt 
men nu 

als eene drievoudige bijzondere integraal, en substitueert 
hare waarde, in de onderstelling, dat C^ van it afhangt, 
in de gegeven differentiaal-vei^elijking, waardoor men 
achtereenvolgens vindt 

/ = Ci'V + 2 Cl V + Cl e^ , 
f' = Cl'" e' + S Cl" ^ + 3 Cl V + Cl é^ 
en y"^ = Ci^^ (?* + 4 Ci"V + 6 C/' ^ + 4 Ci' e* + C^ ^; 
en na substitutie en deeling door e', 
Ci^^ + 2 Cl'" = O, 
Hierin stelt men nu 

Ci"' = 0, 
waarjuit volgt 

Ci = C8 + C,:r + C5;pS 
en dus voor de algemeene integraal 

Past men in het voorgaande geval de methode van 
d^Alembert toe, dan loopt het werk spoediger af. Meii 
schrijft namelijk onmiddellijk de algemeene integraal in 
den vorm 

^ = Cj e-' + Cl ^ + Cs ^1 -^ ^»)'+ C4 ^1+ '^sJ', 

of wat hetzelfde is 
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en ontwikkelt nu den vorm tussclien de haakjes in eene 
reeks, die naar de opklimmende machten van x is ge- 
rangschikt, waardoor men verkrijgt 

y = C,.-' + ^ [(Cl + C3 + C,) + (C, s, + c, s^) «^ + 
+ * (C3 5,^ + C, 5,«) a^ + Ri S,» + Rj \^l 
Hierin stelt men nu 

.^1 + ^8 + 04 = 05, 
0$ ^1 + 0453=:: Cg 
en i(C3V + C4V)=C7; 

en gaat daarna tot de grens over, waardoor men voor dn 
algemeeue integraal vindt 

evenals boven. 

174. Hoe ingewikkelder de coëfficiënten der gegeven 
dififerentiaal-vergelijking zijn, hoe meer het uitkomt, dat 
de methode van d'Alembert spoediger tot het doel voert 
dan die van de variatie der standvastigen. Moet bijv. de 
algemeene integraal bepaald worden van de vergelijking 

(^4.ö)V" + 3(^ + a)2/— 2(;r + «)y + 2y = 0,. . (102) 
dan vindt men door de substitutie van 

^ z=r (;r + ay 
ter bepaling van m de vergelijking 

of wat hetzelfde is 

(m— 1)2(^ + 2) = 0; 

zoodat w = l, =1 en. = — 2 aan de vergelijking voldoen. 
Volgens de methode van d^Alembert heeft men nu voor 
de algemeene integiual 

y = Cl (A + a)-2 + (;r + a) [C, + C, (;r + «)<»] 

voor Orensl^iQ. Voordat men tot die grenswaarde over- 
gaat, schrijft men haar in den vorm 
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y = G,{x + a)zl + (^ + '^) [C, + C, e'' '<'+<•)] 
en ontwikkelt nu den vorm tusschen de haken in eene 
reeks, waardoor men verkrijgt 

Hierin stelt men 

Cg -j- C3 = C4 
en SC3 = C5, 

vraarna men overgaat tot Grens 'S =zQ; hetgeen voor de al- 
gemeene integraal oplevert 

y = Cl (^ H- ö)-2 -h (^ + a) [C4 -f- Cg l {x -f- «)]. 
Om op dit voorbeeld de methode van de variatie der 
standvastigen toe te passen, moet men 

als eene bijzondere integraal der vergelijking beschouwen 
en volgens de wijze te werk gaan, die in § 153 is ver- 
meld. Men vindt alsdan achtereenvolgens 

^ = Cl (^ -h a)-^ -h Cg {a: H- a), 

y = -2Ci(:. + a)-3 + C2 

en C^'{a: + a)-^ + C^'{j^ + a) = 0, ......... (102a) 

en ƒ" = — 24 Ci {x -|- a)-' + 12 C/ (x^a)-^ — 

-2Ci"(a; + ^)-3 + C/; 
en na substitutie in de gegeven vergelijking 
— 2 Cl" + 6 (^ + ^)- 1 Cl' + (;«r + «)8 Cg" -h 3 (^•+^)2 C3' = 0. 

Elimineert men nu uit deze vergelijking en de betrekking 
(102a) Cl, dan verkrijgt men 

{x + a)G," + C,' = 0, 

zijnde eene differentiaal- vergelijking van de tweede orde; 
deze kan gemakkelijk worden opgelost door de methode 
van de scheiding der veranderlijken, daar men haar kan 
schrijven in den vorm 
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dC^ , 


dw , 


c,' + 


x-\-a 


welke onmiddellijk geeft 




c,' 


_ Bi 


en dus 





'=0, 



C^ = B^ + B^l{x + a). 

Het is nu niet noodig Cj te bepalen, daar de onvolle- 
digheid van de integraal alleen hare oorzaak vond in het 
meermalen voorkomen der bijzondere integraal 

Voor de algemeene integraal vindt men derhalve, evenals 
boven 

Wil men deze omslachtige handelwijze niet volgen, dan 
kan men de gegeven vergelijking herleiden tot eene met 
standvastige coëfficiënten, waartoe men 

o? + ^ = ö" 
stelt. Na deze substitutie kan men dan als boven te werk 
gaan ^*). 

175. Uit de voorgaande ontwikkelingen blijkt, dat bij 
de lineaire differentiaal-vergelijkingen met standvastige 



**) Men kan ook even als in het voorgaande voorbeeld alleen y zzz G^ {x -\- a) 
in de gegeven vergelijking substitueeren) waardoor men komt tot de ver- 
gelijking 

(ar-|.a)2C3'"-h6(x-}-a)C/-|-4C2' = 0. 
Door in deze C2' = (a: + a)"* te stellen verkrijgt men 
m»H-5wH-4 = 
en dus m:=z — 4enm=: — 1; bijgevolg C2' == (ar -|- «)~* en C^' = (:p + a)~ ^ 
en na integratie 

CjzzBi-l-BsCxH-flt)-^ en C, 1= B3 + B4 / (:r + a). 

Na substitutie en samenvoeging volgt hieruit voor de algemeene integraal 

y = B5(^-{-a)-2^.^a;H-a)[Be-fB7i(;r-{-a)]. 
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coëflScienten of met coëfficiënten van den vorm Ak{a-^bxy, 
in het geval dat de équation caractéristique gelijke wor- 
tels heeft, de methode van d'Alembert, wat kortheid van 
bewerking aangaat, veel voor heeft boven die van de va- 
riatie der standvastigen; en dufl van eene zuiver practische 
zijde beschouwd de voorkeur verdient boven deze laatste. 
Hoewel de genoemde vergelijkingen van alle dififerentiaal- 
veigelijkingen het meest in de toepassing voorkomen, heeft 
die voorkeur toch weinig te beteekenen; vooreerst, omdat 
deze vergelijkingen door de methode van den integreeren- 
den factor volledig en streng wetenschappelijk zijn opgelost; 
en ten tweede, omdat ieder, die eenigszins vertrouwd is 
met de oplossing van differentiaal-vergelijkingen van de 
tweede en hoogere orde, in het onderhavige geval zonder 
toepassing van eenige methode de algemeene integraal weet 
aan te vullen. 

176. Van veel meer practisch belang is de toepassing 
van de beide methoden in questie bij den overgang van 
eene algemeene vergelijking tot eene meer bijzondere, wier 
bijzondere integralen niet alle in die der algemeene ver- 
gelijking schijnen opgesloten te zijn, doordat zij in vorm 
van deze verschillen. Juist de omstandigheid, dat de me- 
thode van d'Alembert in dit geval zoo spoedig en eenvou- 
dig tot de gezochte algemeene integraal leert besluiten, 
zelfs wanneer de bijzondere integralen een ingewikkelden 
vorm hebben, verleent haar eene hooge practische waarde. 

Een enkel voorbeeld zal deze bewering bevestigen: in 
§ 78 vonden wij voor de vergelijking 

z'+v^'+^o-^^^ (*'') 

de algemeene integraal 

y = Cj ƒ '^ Coê (arV-^ Cos u) Sin ^^-^udu-^ 

+ C^<c'^-^^J'^Cos[x\^~TQCosu)Sm^-^^udn, . (476) 
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wanneer namelijk voldaan wordt aan de voorwaarde 

2>Ai>0; 

— en laat nu gevraagd worden naar de algemeene inte- 
graal der vergelijking 

y" + ^y + Aoy = (47h) 

De eenvoudige substitutie Aj = 1 zou klaarblijkelijk 
slechts eeiie bijzondere integraal dezer vergelijking ople- 
veren, zoodat men noodzakelijk zijne toevlucht moet ne- 
men tot eene der aanvullings-methoden. Vervangt men 
dan in den tweeden terui der gevonden uitdrukking (476) 
Al door 1 4- ï dan gaat die term over in 

Cg ƒ "" Cos {x V^ Cos u) {x Sin u)" ^ du , 
o 

waarvoor men na de gewone ontwikkeling in eene reeks 
en overgaande tot prens Si=0 vindt (Duhamel, p. 125) 

Ca /"" Cos {x l^k^Cos u) du -f 

+ Cs ƒ "" Cos {x ^^ Cos «) (^ -f / Sin u) du ; 

daar voorts de eerste term van (47g) overgaat in 

Gj^r(^os{xl^'^Cosu)du + C^J''Cos{xKk^Cosu)lSinudu, 

verkrijgt men voor de gezochte algemeene integraal 

y = G.J'' Cos {xl^^ Cosu) du + 

+ Cg ƒ '^ Cos {x l-^ Cos u) l {x Sin^ u) du. 
'o 

De methode van d'Alembert leert dus hier de algemeene 
integraal vinden door een eenvoudigen grensovei^ng, ter- 
wijl de methode van de variatie der standvastigen door 
de substitutie van 

in de onderstelling dat ook Ci van x afhangt, alleen kan 
voeren tot den vorm 
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waarin voor y^ nog de waarde 

y^ = J^ Cos {x V^ Aq Co9 u) du 
'o 

moet worden gesubstitueerd. 

Zoowel in den vorm van de uitkomst, als in kortheid 
en eenvoud van bewerking staat bij dergelijke gevallen 
de methode van de variatie der standvastigen verre achter 
bij die van d^Alembert. 

Al heeft men dan ook niet de zekerheid, dat deze 
laatste jnethode eene wèire uitkomst oplevert, en moet 
men, om die zekerheid te erlangen, die uitkomst nog aan 
de diflFerentiaal-vergelijking toetsen, de practische man blijft 
steeds deze methode verkiezen, wanneer er moeilijkheden 
uit den weg te ruimen zijn bij het bepalen van de alge- 
meene integraal eener dififerentiaal-vei^elijking uit die 
eener meer algemeene vergelijking. 

177. Alleen in een enkel geval, dat in zeker opzicht 
in het voorgaande ligt opgesloten, en waarin hij beide 
methoden kan aanwenden, zal hij uit den aard der zaak 
de methode van de variatie der standvastigen verkiezen, 
namelijk in de gevallen van uitzondering bij de vergelij- 
kingen, die behooren tot die, welke in § 156 zijn vermeld. 
Zoo zal hij de daar als voorbeeld gekozen vei^elijking 

yiv^_2/'_2y — y = a^~^ (96) 

niet oplossen door eerst de vergelijking 

^v^2/"— 2/— ^ = 36-^' (96a) 

te integreeren, daarna A =: 1 + S te stellen en dan op de 
bij de methode gebruikelijke wijze tot gre^is 5 = over 
te gaan (Moigno, p. 628). Om de algemeene integraal der 
vergelijking (96a) te bepalen, móet hij toch reeds van eene 
andere aanvuUings-methode of van de hierbij niet gebrui- 
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kelijke methode van den integreerenden factor gebruik 
maken; en welke methode hij daartoe ook moge verkiezen, 
steeds laat zij zich gemakkelijker toepassen op de oor- 
spronkelijke vergelijking dan op de nieuw gestelde, zoodat 
men door bovengenoemde handelwijze het werk dubbel 
verzwaart. 

Is het geval omgekeerd, en dus de taak om uit de be- 
kende integraal der vergelijking (96a) die der vergelijking 
(96) af te leiden, dan zal klaarblijkelijk de methode van 
d'Alembert te verkiezen zijn boven elke andere; maar dit 
geval komt in de werkelijke toepassing zelden voor. 

178. Wat eindelijk het laatste punt van vergelijking 
betreft, in algemeenheid van toepassing staat de 
methode van de variatie der standvastigen zeer veel hoo- 
ger dan die van d^Alembert, ten gevolge van de meerdere 
algemeenheid van het beginsel, waarop zij steunt. Behalve 
dat zij overal kan worden aangewend, waar de laatstge- 
noemde methode zou kunnen worden toegepast, leert zij 
ook de algemeene integraal eener niet-herleide vergelijking 
uit die der overeenkomstige herleide afleiden, zelfs dan, 
wanneer van deze laatste minder dan n bijzondere inte- 
gralen bekend zijn; leert zij in vele gevallen ook niet- 
lineaire vergelijkingen met vrucht behandelen, enz. enz. 

179. Maar juist de meerdere algemeenheid in toepassing 
van de methode van de variatie der standvastigen is dik- 
wijls oorzaak, dat men aan de overige aanvuUings-metho- 
den geen recht laat wedervaren. Ook deze overschrijden 
dikwijls het doel, dat men bij hunne toepassing in het 
algemeen beoogt. Een paar voorbeelden zullen dit voor de 
methode van d^Alembert bevestigen. 

In § 101 hebben wij gezien, dat 

y = Cl ƒ uP-^ (1 — uy-^e-'^'du + 
-f Cg ar^-f-? ƒ^ u-9 (1 — ii)-P e-^du, 



Digitized by 



Google 



208 § 179. 

de algemeene integraal is der niet-herleide Spitzersche 
vergelijking 

^y' + (;' + ? + ^)y+py = o, (37<i) 

wanneer p en q positieve gebruikelijke breuken voorstel- 
len. Gaat deze vergelijking over in 

xf + {l+x)y'+py = 0, (103) 

dat is, wordt 

p + q=l, 

dan lost zich boveustaaude algemeene integraal schijnbaar 
op in de bijzondere 

y^z=zC^/\p-^{l — u)-Pe-.'^du. . . . (103a) 
'o 

Om nu de tweede bijzondere integraal te bepalen stelt 
men in den tweeden term van de genoemde algemeene 
integraal 

j)-hq = l — 'S, 

waardoor deze overgaat in 

y^ = Cg/^ «f -1 (1 _ w)?~i e- ^ \x.u (1 — n)Y du, 

of na de gewone ontwikkeling van den factor tusschen de 
haken 

y3 = C2/^«*?-i(l^«*)J-lö-«^[l + S^(ar«(l— w))+S2R]^«, 

of wat hetzelfde is 

y2=C2yi + C2Ï/^i'~i(l— «)^-i^-[/(a.«(l— «)) + JR]r/z^; 
o 

en dus na overgang ioi grem 5== O (§ 171) 

^3 = 03^1 + 03/^-^(1— ï^)?-i(?-«*^[^(l — '^)]é/e^.(103b) 

Verbindt men nu deze uitdrukking met (103»), dan vindt 
men voor de gezochte algemeene integraal der vergelij- 
king (103) 

jr = O4 ƒ ^ «^-1(1 -— uY^ e-'^du'\- 

o 
+ C3 /^ %f-^ (1 — n)-rf e- «'/ \xw (1 — a^)] du. 
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Uit dit voorbeeld ziet men, dat de methode van d^Alem- 
bert niet alleen kan worden toegepast, wanneer twee of 
meer bijzondere integralen zich in eene enkele schijnen 
op te lossen; en dit een gevolg is daarvan, dat men aan 
een of meer standvastige coëfficiënten der diflferentiaal- 
vei^elijking bijzondere waarden toekent; maar ook dan, 
wanneer zulks een gevolg is van de omstandigheid, dat 
eene bepaalde functie dier standvastige coëfficiënten eene 
bijzondere waarde verkrijgt, voor welke een of meer bij- 
zondere integralen onder andere vormen voorkomen *^). 

Wilde men in die gevallen de methode van de variatie 
der standvastigen toepassen, dan zoude men den meer om- 
slachtigen weg van § 152 moeten volgen. De methode van 
d^Alembert heeft daarbij het groote voordeel zich uitslui- 
tend bezig te houden met de aan. te vullen integraal zón- 
der dat de aard der differentiaal-vergelijking invloed uit- 
oefent op hare toepassing. 

] 80. Ook in andere gevallen kan de methode van d^Alem- 
bert, al is het ook in eenigszins gewijzigden vorm, somtijds 



**) Meestal slaat men hierbij een anderen weg in (Moigno, p. 628; Sturm, 
p. 127). Men stelt namelijk p + qz^\ — (T en bepaalt de grenswaarde van 

p-^q — i 
voor grens r)"iz:0. Deze handelwijze leidt steeds tot de tweede bijzondere 
integraal ingeval yj en y^ ongelijk zijn en dus de beide bijzondere integra- 
len verschillende functiën zijn van a-. Waren i/i en y^ gelijk of verschilden 
deze alleen door standvastigen factoren, dan zou de genoemde grenswaarde 

voor elke waarde van ƒ) + ? — 1 .en dus ook voor d znO den vorm-rr- (>^-7— 

aannemen en bijgevolg niet tot de gezochte bijzondere integraal voeren. 
Daar nu de grenswaarde van 

V\—1h 
p-^q—\ 
(ot de 'uitdrukking (1ü3i>) voert, en deze werkelijk van (403»*) verschilt, zal 
deze methode steeds kunnen worden toegepast en kan zij dus de bovenge- 
noemde methode van d'Alembert vervangen. Schlömilch, S. 537; Petzval, 
Bd. 1. S. 131; Spitzer, Ie Forts. S. 34, S. 38; 2e Forts. S. 115; enz. 
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zeer goede diensten bewijzen, zooals uit het volgende blijkt. 
Indien bij de toepassing van de methode der bepaalde 
integralen \Jq en Ui een gemeenschappelijken factor u — p^ 
hebben (zie § 96), die echter in Uj slechts éénmaal voor- 
komt, dan gaat daardoor eene der bijzondere integralen 
verloren. Om nu deze laatste terug te vinden, kan men 
op de volgende wijze te werk gaan: waren deze factoren 
u — ,/?! en u — /?2 en dus ongelijk, dan zou 

die bijzondere integraal zijn; in plaats van nu hierin jpgizr 
=:jOi te nemen, stelle men jOg = ;?i -f ^^ ^^ P\'=^V\ — ö'i^^ 
waarbij S nul tot grens heeft. Men verkrijgt daardoor de 
,/ integrale singuliere^' 

die klaarblijkelijk tot deö vorm 



J p, 



=ƒ 



v= I <?"* ^ ^ du, 

j, ^ — Pi 



kan worden teruggebracht. Substitueert nien nu in deze 
integraal 

dan gaat zij over in 






^(p,+cfr)^(^ljtM 



dv, 



en na den overgang tot Grens S = O in 
y = ePi'0(py 

wat hetzelfde is als 



•■)ƒ'■ V- 



y = C(*^ 
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Hoewel deze uitkomst reeds op geheel andere meer een- 
voudige wijzen verkregen is (zie § 88), is toch deze aflei- 
ding van gewicht, daar zij kan worden uitgebreid voor 
het geval, dat Uq en Uj meer gemeenschappelijke facto- 
ren hebben (Petzval, Bd. I. S, 66), en zij er toe bijdraagt 
om ons in staat te stellen het verband aan te wijzen, 
dat er tusschen de verschillende vormen bestaat, waarin 
de bijzondere integralen eener lineaire vergelijking kunnen 
voorkomen. Bovendien dient die afleiding om de methode 
van de bepaalde integralen ook in die gevallen bruikbaar 
te maken, waarin het gemeenschappelijk voorkomen van 

factoren in teller en noemer der breuk —■ haren werk- 

kring zoude beperken. 

De voorgaande afleiding steunt op hetzelfde beginsel als 
de methode van d^Alembert, en' kan zelfs als eene toepas- 
sing van deze worden beschouwd. Op dezelfde wijze kan 
men steeds te werk gaan, wanneer het gelijk zijn van 
twee of meer standvastige getallen de oorzaak is, dat eene 
diflferentiaal-vergelijking zich aan de volledige toepassing 
der gewone integratie-methode onttrekt. 

Men ziet dus, dat de toepassing van het beginsel van de 
methode van d'Alembert geenszins beperkt is tot de beide 
functiën, die wij in § 171 vermeldden. Toch blijft die toe- 
passing zeer beperkt in vei^elijking van die van het be- 
ginsel, waarop de methode van de variatie der standvas- 
tigen steunt. 

181. Door de voorgaande beschouwingen komen wij tot 
het volgende besluit: in eenvoudigheid en zuiver- 
heid van beginsel, in theoretische waarde, in 
algemeenheid van opvatting en in uitgebreid- 
heid van toepassing staat de methode van de variatie 
der standvastigen ver boven die van d^Alembert — daar 
echter, waar beide methoden kunnen worden i;oegepast, 
verdient de laatste de voorkeur door de meerdere een- 
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voudigheid en kortheid van bewerking en dik- 
wijls ook door de meerdere eenvoudigheid van de 
uitkomst. 

h. DE TWEEDE METHODE VAN LAGRANGE. 

182. Het tweede hoofddoel^ dat men bij de toepassing 
van eene der aanvuUings-methoden kan trachten te berei- 
ken, is de algemeene integraal eener niet-herleide verge- 
lijking uit die der overeenkomstige herleide of homogene 
af te leiden. Tot de bereiking van dit doel leenen zich 
voornamelijk vier methoden, waarvan de beide eerste door 
Lagrange, de beide laiatste door Cauchy werden mede- 
gedeeld. 

De eerste methode van Ijagrange, die van de variatie 
der stand vastigen, hebben wij reeds uitvoerig beschouwd; 
met de behandeling der overige drie methoden zullen wij 
ons thans bezighouden. 

183. Behalve de methode van de variatie der standvas- 
tigen werd door Lagrange (Misc. Taur. p. 182) nog eene 
tweede methode medegedeeld, waardoor de integratie der 
niet-herleide lineaire differentiaal-vergelijking der w® orde 

/») + X«_i;y(»-l)+X„^2/'-^^ + .... + X,y + Xo^ = X(6a) 

kan worden teruggebracht tot die eener niet-herleide line- 
aire vergelyking der {n — l)e orde, wanneer het gelukt 
is ééne bijzondere integraal van eene overeenkomstige li- 
neaire vergelijking van de n^ orde zonder tweede lid te 
bepalen. Die methode bestaat hierin, dat men, u als eene 
voorloopig nog onbekende functie van x beschouwende, 
beide leden der vergelijking met udx vermenigvuldigt en 
vervolgens al de termen van het eerste lid, behalve den 
laatsten, gedeeltelijk integreert ten opzichte van x, waarbij 
men alsdan y^'>fl^ als een volkomen diflferentiaal beschouwt. 
Men verkrijgt op die wijze 
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ƒ Xo y u dx = J^XqU dw, 
JlL,y'udx:=^X,u-j/-&^d,^, 

S:S.^fndx=y'X,u—y ^^- ^ +/y ^^J ' dx, 
enz. tot 



//•')«^;r=/''-i)«-/»-«)^+... + (_ 1)» Sv^^- 

stellen wij dus de som der termen onder het int^raal- 
teeken, of wat op hetzelfde neerkomt 

+ (-l)''Xo« = 0, (6e) 

dan gaat de oorspronkelijke vergelijking (6») over in 

4- +y«-ï)2^ = /x«& (6f) 

Kan men nu u zoodanig bepalen, dat aan de homogene 
vergdijking (6e) wordt voldaan, m. a. w. kent men eene 
bijzondere integraal dier vergelijking, dan is de oplossing 
van de gegeven vergelijking (6a) der n^ orde teruggebracht 
tot die van de vergelijking (6^) der {n — l)e orde. 

184. Bij eene aandachtige beschouwing blijkt terstond, 
dat de hier uiteengezette methode niets anders is dan de 
methode van den integreerenden factor: «^ is die factor 
zelf; de vergelijking (6^) is de gewone integreerende 
vergelijking van Mayr, voor het bijzondere geval, dat 
men met lineaire vergelijkingen heeft te doen; terwijl de 
vergelijking (6^) ook niets anders is dan die harer eerste 
integralen, welke met dien integreerenden factor n over- 
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eenkomt. Mocht de wijze van afleiding dier vergelijkingen 
dus ook al eenigszins verschillen van de gewone, de inte- 
gratie zelve is zoo geheel en al dezelfde als die, welke de 
toepassing van de methode van den integreerenden factor 
medebrengt, dat wij voor het overige naar deze laatste 
methode verwijzen ^^) en ons hier verder alleen onledig 
houden met de bovengenoemde door Ciauchy medegedeelde 
methoden. 

i. DB MBTHODBN VAN CAUCHY. 

185. ». Eerste methode van Cauchy. Bij de eerste methode 
van Cauchy brengt men door invoering eener nieuwe af- 
hankelijk veranderlijke de bepaling van eene bijzondere 
integraal der niet-herleide vergelijking terug tot die van 
de algemeene integraal der overeenkomstige herleide. Die 
methode komt hierop neer. Zij de algemeene niet-herleide 
lineaire differentiaal-vergelijking 

/«)+X„^l/«-^)-fX„_8/«-^)+...+X,y+Xoy=F(;r),(6a) 

en stelt men hierin 

y= f'u doe, 

o 

waarin u eene nog onbekende functie is van x en öt, welke 
moet voldoen aan de voorwaarden, dat voor a? = <« 

en l(6g) 

«^(«-i> = F(«), ) 

onverschillig wat de waarde van » zij; dan zal bij die 
onderstelling de substitutie van de genoemde waarde van 



^ Riemann, die deze methode van Lagrange, om de integratie eener li- 
neaire differentiaal-vergelijking der ne orde terug te brengen tot die van eene 
der (n — 1)e orde, vermeldt, S. 100, spreekt niet van den integi-eerenden 
factor en dus ook niet van deze overeenstemming. 

14 
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y in de gegeven vergelijking (6a) tot uitkomst opleveren 
(Moigno, p. 602; Duhamel, p, 63; Sturm, p. 113) de ver- 
gelijking 

i*t'»)+X«-i«('— i)+X,^2»(«-«^ + .... + Xii*' + Xo«* = 0. (6h)- 

Kent men nu de algemeene integraal 

u — X 

dezer vergelijking, dan kan men de n willekeurige stand- 
vastigen, die zij bevat, steeds zoodanig bepalen, dat aan 
de bovengestelde voorwaarden wordt voldaan. Noemt men 
de daardoor verkregen bijzondere integraal ü, dan is 

y = J* Vdx 

o 

eene bijzondere en 

o 
de algemeene integraal der gegeven niet-herleide verge- 
lijking. 

186. In de toepassing komt derhalve deze methode hierop 
neer, dat men de willekeurige standvastigen der algemeene 
integraal der herleide vergelijking 

n 

yzzz'LCityk 
1 

aan de bovengenoemde n voorwaarden onderwerpt, ze uit 
die voorwaardens-vei^elijkingen oplost en ze daarna sub- 
stitueert in de vei^elijking 

o 1 

waardoor deze overgaat in eene bijzondere integraal der 
gegeven vergelijking. Nemen wij bijv. de algemeene line- 
aire differentiaal-vergelijking met standvastige coëfficiënten, 
en schrijven wij de algemeene integraal der herleide ver- 
gelijking in den vorm 
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dan zullen de bovengestelde voorwaarden ^ -— 1 vergelij- 
lijkingen geven van den vorm 

1 
van 1 = tot l=:n — 2, alsmede de vergelijking 

1 
en uit deze n vergelijkingen vindt men nu, wanneer 
(p(m)=:0 de équation caractéristique voorstelt, 

zoodat wij voor de gezochte algemeene integraal yerkrijgen 

ft 

1 J iCp (mt) 

o 
of wat hetzelfde is 

zijnde volkomen dezelfde uitkomst, waartoe de methode 
van de variatie der standvastigen voert. Voor deze alge- 
meene afleiding van de algemeene integraal der niet- 
herleide lineaire dififerentiaal-vei^elijkingen met standvas- 
tige coëfficiënten uit de algemeene integraal der herleide, 
komt deze laatste methode in vele opzichten met de be- 
schouwde methode van Cauchy in aard en eenvouji van 
bewerking overeen. Bij bijzondere vergelijkingen verkrijgt 
echter deze laatste methode, bij eene geschikte keuze van 
den vorm, waarin de algemeene integraal der herleide ver- 
gelijking wordt voorop gesteld, in vele gevallen een groot 
overwicht boven de eerste, doordat zij spoediger tot het 
djel voert (zie § 193 en vv.). Zij is echter klaarblijkelijk 
geheel ongeschikt voor het aanvullen van de integraal 
der herleide vergelijking. 
187. /3. Cauchy-Fouriersche methode. Behalve van de 
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voorgaande methode maakt Cauchy ook nog gebruik van 
de formule van Fourier 



1 f (f' (. 



'"^^""'rpdadfi, .... (104) 



waarin x en (3 niet van x afhangen, om uit de algemeene 
integraal der herleide vergelijking die der niet-herleide af 
te leiden. Daartoe substitueert hij deze waarde van y in 
die niet-herleide vergelijking, en tracht alsdan \p zoodanig 
te bepalen, dat de uitkomst der substitutie eene identi- 
teit oplevert; waardoor nu eene bijzondere integraal dier 
vergelijking is gevonden, welke met de algemeene inte- 
graal der herleide vergelijking de gezochte algemeene in- 
tegraal geeft. 

Heeft bijv. de lineaire > differentiaal-vergelijking stand- 
vastige coëfficiënten, en stelt men hare équation caracté- 
ristique voor door 

(p(m) = 0, 

dan zal de substitutie van de bovenstaande waarde van 
if voeren tot de vergelijking 



U'i 



o 

^(p{xt)e^''~^^'''^i^dxd^z=:F{x), (105) 

-00 -^ ft 

waaraan identiek moet worden voldaan. Zulks zal het 
geval zijn, wanneer men heeft (Petzval, Bd, I. S. 84) 

zoodat men voor de bijzondere integraal der niet-herleide 
vergelijking vindt 

Om het tweede lid dezer vergelijking te kunnen herlei- 
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den, ontbinden wij . in gedeeltelijke breuken; onder- 

stel, dat wij daarvoor vinden 

dan gaat de gevonden bijzondere integraal daardoor over in 

— 00 pi 

Differentieert men nu deze uitdrukking ten opzichte van 
X, dan verkrijgt men 



en dus ook 



■fiy-"' 






of in verband met (105) 

^' — imi^ = i: Cp' (mt)- 1 F(^) ; 
1 1 

waaruit volgt 

^=:^(p'(mk)-^^f fe-^*'F(iv)dx, .... (107) 
1 

en bijgevolg voor de gezochte algemeene integraal 

y = 2 -J^ (C, +/^--H F(x) dx); 
1 (p'(mk) ^ ' ^ 

zijnde dezelfde uitkomst, als wij bij de voorgaande metho- 
den vonden. 

Heeft hierbij de équation caractéristique gelijke wortels, 
dan is de aangevoerde methode evenzeer toepasselijk; zijn 
bijv. p wortels gelijk m^, dan zal voor het deel, dat den 
factor xi — m^ betreft, de bovenstaande vergelijking (106) 
overgaan in 
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^P [ ^y-i I j 

i — m.)P (xi — «»,> - ^ xi- 






[xi — m^ (xi — m-^y 
waarin 

en dus het hiermede overeenkomstige deel van de bijzon- 
dere integraal in 

Onderwerpt men nu deze vergelijking aan de bewerkin- 
gen, die door het symbool {dg — m-^^ worden aangegeven, 
dan verkrijgt men 

[d,— m^Yyk=i^k'e{x), 

of na vermenigvuldiging met g-**»* 

di (r-^^'yk) = i^t e-^^'F(x), 
1 

en na X'-malige integratie ^'^) 

p 
y^ = 2 N* ^«i* ƒ (*) er-^i ' F(x) dx^ ; ... (108) 

derhalve voor de gezochte algemeene integraal 



*7) Petzval brengt bij deze formule (108) de standvastigen der integratie 
in rekening en schrijft haar (Bd. I. S. 124) in den vorm: 

y, = 2[N, e"' V^*> e" "'' F(,) cU' + «"''l^ J , 

waardoor het den schijn verkrijgt, alsof voor de volledige integratie der 
niet-herleide vergelijking volgens deze methode in bovenstaand geval de al- 
gemeene* integraal der herleide vergelijking niet door eenige andere aanvul- 
liugs-methode behoeft gecompleteerd te worden. Deze handelvjdjze is echter 
niet te verdedigen. 
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p 



2/ = j:^i e»'' [C* ar*-i + /(*)ir-«i'F(^) ^] + 



1 



188. Komt in ^{xï) de onafhankelijk veranderlijke x 
voor, dan hangt ook ^^^ van a? af; en wordt dus de substi- 
tutie van de vooropgestelde waarde van i/ veel ingewik- 
kelder, terwijl de bepaling van '^ uit de komende verge- 
lijking met onoverkomelijke bezwaren zou gepaard gaan. 
Dit is dan ook de reden, waarom de bovenvermelde me- 
thode niet zonder wijziging op lineaire vergelijkingen met 
veranderlijke coëfficiënten kan worden toegepast. Zijn die 
coëfficiënten van den vorm 

A^ (a -f hxy , 

dan herleidt men de differentiaal- vergelijking zelve tot 
eene met standvastige coëfficiënten; zijn zij echter van den 
vorm (Petzval, Bd. I. S. 128) 

ak-^-biX, 

dan wordt de bijzondere integraal als eene drievoudige 
integraal 

y = — ƒ ƒ ƒ e^^pdudxd^. . . . (110) 

vooropgesteld, waarin tp eene nog onbekende functie is van 
u, X en jS, en Wj en u^ nog nader te bepalen grenzen 
voorstellen, die door de substitutie in de gegeven verge- 
lijking moeten bepaald worden. Die substitutie voert klaar- 
blijkelijk tot de vergelijking 

T' \ \ \ ^(Uo + Ui:F)d«';/;rf«*r/^^/3 = F(ar), (111) 

waarin Uq en Uj de waarden voorstellen, in § 94 aange- 
wezen. Gaat men nu cvenzoo te werk als daar, en her- 
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leidt men het laatste deel der integraal zoodanig, dat x 
als factor verdwijnt, dan verkrijgt men 

— d„{Viip)}dud»dl3 = F{x) (112)' 

Nu kiest men t// zoodanig, dat 

Vo^ — du{V,^) = ... (113) 

is, waaruit volgt 

^ = ^,Jtrr ^ ^j^^^ 

waarin Q eene functie roorstelt, die standvastig is met 
betrekking tot u, maar die wel van x en (3 kan afhangen. 
Hierdoor gaat de vergelijking over in 

waarin nu u^, u^ en Q moeten bepaald worden. Door deze 
vergelijking met (105) te vergelijken, blijkt onmiddellijk, 
dat aan dezelve identiek zal worden voldaan, wanneer 
men heeft 

u^ = xi, 

.- + /^''«]^ =0, • 



en 



of 



^ -'m 



F((3). 



Door de substitutie dezer waarden vindt men voor de 
gezochte bijzondere integraal 

,=i r /' r.-''»vs;'-]".»&^*.(U5) 
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welke met de integraal der herleide vergelijking de alge- 
meene integraal oplevert. 

189. Om nu deze beide methoden onderling en met die 
van de variatie der standvastigen te vergelijken, stellen 
wij ook hier vooreerst de beginselen, waarop zij steu- 
nen, tegen elkaar over. 

Bij de methode van de variatie der standvastigen gaat 
men uit van het beginsel, dat men de willekeurige stand- 
vastigen, die in de algemeene integraal der herleide ver- 
gelijking voorkomen, op oneindig vele wijzen door func- 
tiën van x kan vervangen, zoodat de daardoor verkregen 
vergelijking voor y eene integraal zij der niet-herleide 
vergelijking; — stelt dus die standvastigen van x afhan- 
kelijk; onderwerpt ze aan n — \ voorwaarden; en tracht 
voorts door substitutie in de niet-herleide vergelijking de 
«e voorwaarde op te sporen, om uit deze n voorwaardens- 
vergelijkingen die gewezen standvastigen te kunnen bepa- 
len; de substitutie harer waarden in de integraal der niet- 
herleide vergelijking geeft alsdan de gezochte algemeene 
integraal. 

Bij de eerst behandelde methode van Cauchy neemt men 
ook de onbepaaldheid van de willekeurige standvastigen uit 
de algemeene integ:raar der herleide vergelijking te baat, 
onderwerpt ze ook aan n voorwaarden, maar stelt ze niet 
van X afhankelijk; integendeel stelt men daarbij de bij- 
zondere integraal vast in den vorm eener bepaalde integraal 

n 

wier grenzen van x afhangen. De substitutie van de bij- 
zondere waarden der standvastigen, uit de zooeven ge- 
noemde n vooi*waardens-vergelijkingen verkregen, in deze 
aangenomen waarde van y levert alsdan eene bijzondere 
•integraal, die met de algemeene integraal der herleide 
vergelijking de gezochte algemeene integraal geeft. 
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190. In Tele opzichten komen de hier kortweg aange- 
wezen beginselen met elkaar overeen: bij beide methoden 
spelen de willekeurige standvastigen, die in de algemeene 
integraal der herleide vergelijking voorkomen, de hoofdrol; 
bij beide worden zij aan n voorwaarden gebonden, die zoo- 
danig worden gekozen, dat daardoor de substitutie der aan- 
genomen integraal in de niet-herleide vergelijking zooveel 
mogelijk wordt vereenvoudigd; en voert de substitutie van 
de daaruit bepaalde waarden dier standvastigen in deze 
aangenomen integraal tot de volledige integratie der gege- 
ven vergelijking. Terwijl echter bij de Cauchysche methode 
de bijzondere integraal dier vergelijking in den vorm eener 
bepaalde integraal wordt vastgesteld, wordt bij de methode 
van de variatie der standvastigen alleen ondersteld, dat 
de algemeene integraal derzelve van denzeltden vorm is 
als die der herleide; en levert dus deze methode onmiddel- 
lijk die algemeene integraal, waar de eerstgenoemde slechts 
tot de kennis van eene bijzondere integraal kan voeren, 

191. Ook bij de tweede Cauchysche methode, die wij 
ter onderscheiding de Cauchy-Fouriersche methode hebben 
genoemd, stelt men den vorm der bijzondere integraal vast, 
en wel als eene meervoudige integraal, wier grenzen niet 
van X afhangen, en die eene functie ^ bevat, welke men 
zoodanig moet bepalen, dat de substitgiitie der vastgestelde 
integraal in de niet-herleide vergelijking eene identieke 
vei^elijking oplevert. 

Evenals bij de eerste Cauchysche methode stelt men dus 
ook hierbij de bijzondere integraal der niet-herleide verge- 
lijking vast in den vorm eener bepaalde integraal; en in 
zoover komen deze methoden met elkaar overeen. In de 
toepassing verschillen zij echter geheel en al; terwijl toch 
bij de eerste 'Cauchysche methode de integratie der her- 
leide vergelijking de toepassing der methode moet vooraf- 
gaan, wijl uit de daardoor verkregen integraal de gezochte 
bijzondere integraal wordt afgeleid: is bij de Cauchy-Fou- 
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riersche methode die algemeene integraal geen volstrekt 
vereischte, en kan de integratie dezer herleide vergelijking 
als het ware onder de hand worden verricht; zoodat men 
onmiddellijk tot de opsporing van de gezochte bijzondere 
integraal kan overgaan; daarbij hebben de standvastigen 
van de algemeene integraal der herleide vergelijking vol- 
strekt geen invloed, terwijl bij de eerste Cauchysche me- 
thode de bepaling van de bijzondere waarden dier stand- 
vastigen juist de hoofd-verrichting der integratie uitmaakt. 
Terwijl dan ook deze laatste methode als eene zuivere 
aanvuUings-methode moet worden beschouwd, komt de 
Cauchy-Fouriersche methode in vele opzichten, zoowel in 
de toepassing als in beginsel, met de hoofd-methoden over- 
een. Dit verschil in karakter van deze beide methoden is 
uitsluitend een gevolg van het verschil in den vorm, 
waarin de gezochte bijzondere integraal wordt vastgesteld. 
192. Verder staan de beginselen, waarop de beide Cau- 
chysche methoden berusten, in eenvoudigheid en alge- 
meenheid ver achter bij dat, waarop de methode van de 
variatie der standvastigen steunt. Bij deze laatste gaat men 
eenvoudig uit van deze algemeene onderstelling, dat de 
integralen van alle lineaire vergelijkingen, welke alleen 
in het tweede lid verschillen, in vorm overeenkomen; — 
eene onderstelling, die door de ondervinding geleerd en door 
de wetenschap bevestigd is; terwijl bij de Cauchysche me- 
thoden de vorm der bijzondere integraal voor alle klassen 
van niet-herleide lineaire vergelijkingen in een enkelen 
vorm wordt voorop gesteld, die dan met de algemeene 
integraal der herleide tot de gezochte integraal moet voe- 
ren. Men hangt hierbij dus geheel en al van de integraal 
der herleide vergelijking af; zonder dat deze volledig be- 
kend is, is het niet mogelijk de gezochte algemeene inte- 
graal te bepalen. De methode van de variatie der stand- 
vastigen is echter in zoover onafhankelijk van het al of 
niet volledig zijn van de gevonden inib^raal der herleide 
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vergelijking, dat zij in geval deze onvolledig is, in de 
meeste gevallen toch tot de gezckshte algemeene integraal 
voert, en voor zoo ver dit niet plaats heeft, de bepaling 
dier algemeene integraal terugbrengt tot de integratie eener 
herleide vergelijking van lagere orde dan de gegevene. 

Uit het voorgaande blijkt, dat bij de methode van de 
variatie der standvastigen de integratie eener niet-herleide 
vergelijking veel eenvoudiger en algemeener wordt opge- 
vat, dan bij de andere methoden; en juist die meerdere 
eenvoudigheid en algemeenheid in opvatting verleent haar 
eene veel ruimere practische toepassing en eeine veel groo- 
tere theoretische waarde, dan aan de beide overige wordt 
toegekend. 

193 Om verder deze methoden van eene zuiver practi- 
sche zijde te vergelijken, zullen wij vooreerst den arbeid 
nagaan, die hare respectieve toepassing vereischt. Hebben 
wij in de eerste plaats eene niet-herleide lineaire verge- 
lijking met standvastige coëjfficienten, en is de algemeene 
integraal harer herleide vergelijking bekend, dan moet bij 
de methode van de variatie der standvastigen deze laatste 
in de gegeven niet-herleide vei^elijking worden gesub- 
stitueerd; waarbij men de willekeurige standvastigen niet 
alleen als van x afhankelijk onderstelt, maar ze tevens 
bindt aan n — 1 voorwaarden, die met de uitkomst der 
substitutie tot de bepaling dier standvastigen en daardoor 
tot de gezochte algemeene integraal voeren. 

Bij de eerste Cauchysche methode wordt de algemeene 
integraal der herleide vergelijking in een geschikten vorm 
geschreven, en vervolgens door differentiatie de waarden 

van y', y", y, ƒ»— i) bepaald; in die algemeene 

integraal, alsmede in de verkregen waarden, wordt nu a? 
door X vervangen, en eindelijk de hierdoor gevonden uit- 
komsten, op de laatste na, gelijk aan nul gesteld, welke 
laatste y»^'*"'^^ ondersteld wordt gelijk te zijn aan het tweede 
lid der niet-herleide vergelijking, wanneer ook daarin x 
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door X is vervangen. Men verkrijgt op die wijze ook n 
vei^elijkingen, die tot de bepaling van de willekeurige 
standvastigen dienen. 

]94. De arbeid, dien men voor deze bijzondere klasse 
van lineaire vergelijkingen, welke trouwens in de wer- 
kelijkheid het meest voorkomt, bij de toepassing van de 
vorige methoden moet v*errichten, schijnt dus ongeveer op 
hetzelfde neer te komen: bij de methode van de variatie 
der standvastigen heeft men de algemeene integraal der ' 
herleide vergelijking ^-maal, bij de Cauchysche methode 
slechts n — 1-maal te diflferentieeren; — bij de eerste ge- 
schiedt die differentiatie in de onderstelling, dat de wille- 
keurige standvastigen ook van x afhangen, bij de laatste 
worden zij van x onafhankelijk ondersteld; — bij de eerste 
heeft men daarna de verkregen uitkomsten, na invoering 
van n — 1 voorwaarden, in de niet-herleide vergelijking 
te substitueeren, terwijl bij de laatste de verkregen uit- 
komsten, nadat x door x is vervangen, gelijk nul of gelijk 
F(<aj) worden gesteld; — eindelijk vereischen beide de op- 
lossing der n verkregen voorwaardens-vergelijkingen en de 
substitutie der gevonden waarden in de bovengenoemde 
algemeene integraal. 

Zoowel in het aantal differentiaties van de integraal der 
herleide vergelijking, als in de wijze, waarop zulks ge- 
schiedt> en de substituties, die er op volgen, heeft hierbij 
de Cauchysche methode voor op de methode van de va- 
riatie der standvastigen door den minderen arbeid, dien 
zij vereischt; zoodat zij bij deze lineaire vergelijkingen met 
standvastige coëfficiënten in kortheid van bewerking boven 
de laatste staat. 

Ingeval de équation caractéristique slechts ongelijke be- 
staanbare wortels heeft, komt dit niet zoo sterk uit als 
ingeval er onder hare wortels Complexe of gelijke voorko- 
men. In deze beide laatste gevallen schrijft men de alge- 
meene integraal steeds in een zoodanigen vorm, dat er bij 
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de substitutie van x:=cc termen verdwijnen. Heeft men 
bijv. de vergelijking 

y-_.3/ + 3y-j< = F(;r), (llfi) 

dan schrijft men de algemeene integraal der herleide ver- 
gelijking in den vorm 

waaruit men na differentiatie en substitutie van x=zx 
onmiddellijk vindt 

C, = 0, 

c, + c, = o 

en Ci + 2C2 + 2C5 = F(^); 

en dus ook Ci = C2 = en C^z=:^F(a); bijgevolg voor 
de gezochte bijzondere integraal 

Evenzoo is de omstandigheid^ dat Smq[x — x) voora?=« 
verdwijnt, oorzaak^ dat in het geval van complexe wortels 
in de gevonden voorwaardens-vei^elijkingen afwisselend 
sommige C niet voorkomen; de gunstige invloed, dien deze 
omstandigheid op de kortheid der bewerking uitoefent, zal 
zich klaarblijkelijk des te meer laten gevoelen, hoe meer 
paren complexe wortels de équation caractéristique bezit. 

Uit het voorgaande is Kiuidelijk, dat de mindere omslach- 
tigheid van de Cauchysche methode het meest zal uitko- 
men, wanneer de équation .caractéristique gelijke complexe 
wortels heeft. Heeft men bijv. de vei^elijking 

r + 2/+y = FW, (117) 

en schrijft men de algemeene integraal van de herleide 
vergelijking in den vorm 

y= Cos[x—x) [Cl + Cg [x— x)] + Siai {x—x) [C3 + C4 {x—.x)\ 

dan geeft de differentiatie en substitutie van 0? = ^ terstond 
de voorwaardens-vergelijkingen 
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Ci = 0, 

C2 + Cg=:0, 

2C4 — Ci = 0, 

en — 3C2 — C3 = F(^); 

waaruit bijna onmiddellijk de gezochte bijzondere inte- 
graal volgt. 

195. Eéne omstandigheid hebben wij echter bij deze be- 
schouwingen uit het oog verloren, die van veel belang is 
bij de keuze der methode, waarvan men zich wil bedienen 
om de integraal der niet-herleide vergelijking te bepalen, 
wanneer de équation caractéristique gelijke wortels heeft. 
Voor de toepassing van de methode van Cauchy is het 
alsdan noodzakelijk door behulp eener andere methode, 
bijv. die van d'Alembert, de integraal der herleide vei^e- 
lijking aan te vullen, terwijl bij de methode van de v^a- 
riatie der standvastigen onmiddellijk tot de integratie der 
niet-herleide vergelijking kan worden overgegaan. Zoo kan 
volgens deze methode de vergelijking 

y"-3y' + 3y-y = P(^) (116) 

aldus worden geïntegreerd: voor de équation caractéristi- 
que vindt men 

of 

{m— 1)^ — 0; 

dus drie wortels gelijk 1. Ce* is dus eene bijzondere inte- 
graal der herleide vergelijking. Door nu 

als de algemeene integraal van de gegeven vergelijking 
aan te zien, verkrijgt men na substitutie 

en dus 

Bijgevolg voor de gezochte algemeene integraal 
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Men zal steeds door de methode van de variatie der stand- 
vastigen tot zulk eene eenvoudige integratie geraken, wan- 
neer de équation caractéristique slechts ééne groep gelijke 
wortels heeft; komen er echter meerdere zoodanige groe- 
pen in voor, dan past men met voordeel eerst de methode 
van d^Alembert en daarna die van Cauchy toe. Zoo zou 
de integratie van de straks behandelde vergelijking 

r- + Zf+y=F{u:) . (117) 

door de methode van de variatie der standvastigen, na 
eene tamelijk omslachtige differentiatie van de integraal ^®) 

y zrr Cj Cosx-^- C3 Sin X, 

voeren tot de beide voorwaardens-vergelijkingen 

C^ Cosx + C^ 8inx={) 

en Cl' Sinx — C.,' Cos x — SC/' Cos x—^ C3" Sin x— 
— Cl'" 5m a? + C3'" Cö* a? = F(;r). 

De bepaling der C^s uit deze vergelijkingen, vereischt 
meer arbeid, dan de geheele integratie der gegeven verge- 
lijking volgens de methode van Cauchy. 

196. Behoudens eene enkele uitzondering, het geval 
waarin de équation caractéristique slechts eene enkele 
groep gelijke wortels heeft (zie ook § 156), is derhalve bij 
de integratie eener niet-herleide lineaire vergelijking met 
standvastige coëfficiënten de toepassing van de methode 
van Cauchy (al of niet verbonden met die van d^Alem- 
bert), wat kortheid van bewerking aangaat, te verkiezen 
boven die van de variatie der standvastigen. 

197. Gaan wij thans den arbeid na, dien men bij de 
toepassing van de Cauchy-Fouriersche methode op boven- 



st) Voor de toepassing der methode van de variatie der standv&stigen is 
het onverschiUig, of men die bijzondere integraal schiijft in den vorm 

2^=:Cie*"^+Cj c"""*' of in den gegeven vorm. 
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genoemde vergelijkingen heeft te vemchten. Bij deze me- 
thode stelt men de bijzondere integraal vast in den vorm 
der dubbele integraal 

j \^--^yi^dxd^, — (104) 

en substitueert deze in de gegeven vergelijking; waardoor 
men verkrijgt 

%{GLi)e^''-^>^^da.d^ = Y{xy,. . (105) 



i r F' 



en nu komt degeheele methode neer op het bepalen van 
xp zoodanig, dat aan deze vergelijking identiek wordt voldaan. 
Deze bepaling van ;/; is het grootste bezwaar, dat aan 
de toepassing van de methode is verbonden; moest zulks 
dan ook bij elke bijzondere vergelijking geschieden, dan 
zou de methode als te omslachtig moeten verworpen wor- 
den, daar die bepaling met geene geringe moeilijkheden 
gepaard gaat. Dit is echter niet het geval: door analyti- 
sche beschouwingen is aangetoond (Petzval, Bd. I. S. 84), 
dat aan de vergelijking (105) in het algemeen identiek zal 
worden voldaan door 

zoodat men voor de gezochte bijzondere integraal vindt 

Heeft men dus de équation caractéristique, dan kan men 
onmiddellijk de bijzondere integraal opschrijven; zoo is 
bijv. voor de vergelijking 

y''_2/ — y' + 2y = P(^) (118) 

die bijzondere integraal 

: F(/3) 



,=£/^.-«. 



{ui)^ — 2(xi)^ — M + 2 



dxdfi. 



IS 
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In dezen vorm is zij echter meestal onbruikbaar^ en deze 
omstandigheid maakt een tweede hoofd-bezwaar uit bij het 
gebruik van deze methode; om namelijk de gevonden in- 
tegraal in een geschikten vorm te verkrijgen, moet vooreerst 

1 

in gedeeltelijke breuken worden ontbonden, en dan de in- 
tegraal in de som van drie andere worden verdeeld, die 
achtereenvolgens één dier breuken als factor hebben. Is, 
zooals ook bij de voorgaande methoden werd ondersteld, 
de algemeene integraal der herleide vergelijking bekend, 
en derhalve de équation caractéristique opgelost, dan be- 
staat bij de genoemde ontbinding geen analytisch bezwaar; 
toch is zij steeds, en inzonderheid in het geval van gelijke 
wortels, eenigszins omslachtig. Onderstel echter, dat deze 
ontbinding heeft plaats gehad en dat men daarvoor heeft 
gevonden 



2{m— 1) ^ 6{xi + 1) ^ S{xi — 2/ 

dan kan men voor de bijzondere integraal schrijven, wan- 
neer men de grenzen der integratie weglaat. 



i//'<' 



■^)ai F(/3) 



ai -h 1 

1 J f /* av 



dxd(3 



SjJ oci—% 



Om deze op de eenvoudigste wijze in een meer geschikten 
vorm te brengen, verdeelt men haar in drie deelen, en 
traöht door differentiatie, zooals in § 187 is aangewezen^ 
te komen tot de differentiaal-vergelijkingen 
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z^ + ^3 = 1 F(^) 
en V — 2^8 = *F(a?), 

wier integratie volstrekt geene moeilijkheden veroorzaakt; 
de som der verkregen integralen geeft alsdan met wegla- 
ting van de standvastigen der integratie de gezochte bij- 
zondere integraal. 

198. Onderstelt men, dat in deze oplossing al de sub- 
stituties en differentiaties waren volbracht, zoodanig als de 
methode ze vereischt, en vergelijkt men haar dan met de 
oplossingen van dezelfde vergelijking volgens de beide 
voorgaande methoden; (Jan zal men moeten instemmen^ dat 
deze Cauchj-Fouriersche methode bij de toepassing op li- 
neaire vergelijkingen met standvastige coëfficiënten, in het 
geval van ongelijke wortels, zoowel in eenvoud als in 
kortheid van bewerking achter staat bij de methode van 
de variatie der standvastigen en èi fortiori bij de eerste 
methode van Cauchy. 

Heeft voorts de équation caractéristique één of meer 
groepen gelijke wortels, dan wordt daardoor de toepassing 
der Cauchy-Fouriersche methode omslachtiger, voor- 
namelijk door de meerdere moeilijkheden, waarmede als- 
dan de ontbinding van in gedeeltelijke breuken ge- 
paard gaat. Dezelfde omstandigheid vereenvoudigt 
daarentegen de eerste methode van Cauchy en oefent in 
vele gevallen een gunstigen invloed uit op de toepassing 
van de methode van de variatie der standvastigen, zoodat 
ook in dit geval de eerste methode voor de beide laatste 
moet onderdoen. 

199. Door de Cauchy-Fouriersche methode komt men 
echter onmiddellijk tot deti volgenden eenvoudigen regel. 

Om eene bijzondere integraal eener lineaire diflferentiaal- 
vergelijking met standvastige coëfficiënten te bepalen, ga 
men aldus te werk: zij 

(^{m) — O 
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de équation caractéristique; ontbind alsdan 

1 

cp{m) 

N 
in gedeeltelijke breuken; zij rr- eene dier breuken; 

\m — ma) 

vermenigvuldig hierin den teller met het tweede lid der 
gegeven vergelijking F(;r), en den noemer met eene wille- 
keurige afhankelijk veranderlijke z; vervang voorts m door 
het symbool dj^, en stel dan teller en noemer aan elkaar 
gelijk; hierdoor verkrijgt men de vergelijking 

{d, — mayz = 'SF{a^); 

integreer deze; de som der n aldus verkregen waarden 
voor z geeft de gezochte bijzondere integraal. 

Integreert men volgens dezen regel de vergelijking 

r + V + y = FW, ... (117) 

dan heeft men vooreerst 

(p{m) zizm^ + ^m^-i-izzzO, 
of wat hetzelfde is 

0(m) =z {m-\- i)^ {m — ^)^. 
Verder vindt men 

1 _ 1 i 1 i 

CP{m) 4i{m -h iy 4i{m -|- i) ^{ni — ?y 4i{m — i) 

en dus de vier vergelijkingen 

4^{d, + i)z^z=ii¥[x), 
4.{d. — tyz,= — ¥{x) 
en ^{dx — i)z^=i— i F{ai), 

Door de beide eerste vergelijkingen te vermenigvuldigen 
met (?*' en de beide laatste met e-^, verkrijgt men 
d/{é^z{)=:—ie^F{x), 
^x(ö''^2) = i^F(;r), 
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en d,{e-'''z^) = — ie-'''F{w); 

en na integratie 

z^ = —ie- ^/(2) ^i* Y{x) rlx^, 

;^3 = — i e^* ƒ (2) ^- ir F(^) ^^2 

en ^r^ = — I (9«> ƒ e- »' F(;r) ^^. 

De som dezer waarden van z^, Zc^y z^ en z^ geeft nu de 
bijzondere integraal der gegeven vergelijking. 

Vergelijkt men nu ook deze oplossing met die van 
§ 194, dan blijkt onmiddellijk, dat zij deze laatste in in- 
gewikkeldheid en omslachtigheid ver overtreft, zoodat de 
bovengenoemde regel, hoe eenvoudig ook in uitdrukking, 
bij de toepassing op lineaire vergelijkingen met standvas- 
tige coëfficiënten, in bruikbaarheid moet onderdoen voor 
de eerste methode van Cauchy ^^). 

200. Bij de afleiding van de algemeene integraal eener 
lineaire vergelijking met standvastige coëfficiënten, uit 'de 
algemeene integraal der overeenkomstige herleide verge- 
lijking, is derhalve, behoudens eenige vroeger genoemde 
uitzonderingen, de eerste Cauchysche methode om de meer- 
dere eenvoudigheid en kortheid van bewerking te verkie- 
zen boven de beide andere aanvullings-methoden, die het- 
zelfde doel beoogen. 

201. Bij de voorgaande klasse van lineaire vergelijkin- 
gen verkreeg de methode van Cauchy een groot voordeel 
op de beide overige methoden door den bijzonderen vorm, 
waarin men de algemeene integraal der herleide vergelij- 
king kon schrijven, ten gevolge van de omstandigheid. 



'') Bovendien kan deze regel gemakkelijk uit de uitkomst van de alge- 
meene integratie volgens deze laatste methode worden afgeleid. 
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dat deze algemeene integraal slechts exponentieele vormen. 
Sinussen en Cosinussen van dezelfde hoeken, en termen 
van den vorm 

kan bevatten. Dit voordeel vervalt echter zoodra de coëf- 
ficiënten der vei^elijking veranderlijk zijn, en daardoor de 
bijzondere integralen in geheel andere vormen voorkomen; 
zijn bijv. die coëflScienten van den vorm 

Ajtx^, 

dan kan men zelfs den in de integraal in het geval van 
gelijke bijzondere integralen voorkomenden term 

niet in den vorm 

bezigen, daar deze beide uitdrukkingen niet meer hetzelfde 
beteekenen. 

Een nog grooter overwicht verkreeg bij de vorige be- 
schouwingen de methode van Cauchy boven die van de 
variatie der standvastigen door de meerdere eenvoudigheid 
en gemakkelijkheid, waardoor men tot de voorwaardens- 
vergelijkingen geraakt, die door oplossing de waarden der 
standvastigen opleveren. Dit voordeel laat zich ook gevoelen 
bij de vergelijkingen met veranderlijke coëfficiënten. Heeft 
men bijv. de vergelijking 

ia^tf"' + Sa^2f" — x^' + i/ = F{x), .... (119) 

en is voor de integraal der herleide vei^elijking gevonden 

i/ = C,x + G,x-^ + C,x^, 

dan bepaalt men bij de methode van de variatie der stand- 
vastigen de waarden van y', ƒ' en y in de onderstelling, 
dat de Cs van :r afhangen; daarbij onderwerpt men echter 
deze aan twee voorwaarden, die teweeg brengen, dat de 
verkregen waarden van y' en y dezelfde zijn, als wanneer 
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de differentiatie had plaats gehad in de onderstelling dat 
de Cs niet van sp afhangen; terwijl die voorwaarden zelve 
niets anders zijn dan de waarden van ^ en y', nadat in 
deze Cl, Cg en C3 door Cj', C3' en C3' vervangen zijn, 
gelijk nul gesteld, derhalve 

en G^' — iC,' x-^ + iC,' w-^ = 0. 

De derde voorwaardens-vergelijking wordt door de substi- 
tutie van de waarden van y, y' , f en ^"' in de gegeven 
vergelijking verkregen; maar is in den grond niets anders 
dan de waarde van ƒ', nadat deze dezelfde verandering heeft 
ondergaan, gelijk gesteld aan het tweede lid der vergelij- 
king, nadat deze eerst zoodanig herleid is, dat de coëffi- 
ciënt van het hoogste differentiaal-quotiënt één is; dus 

Klaarblijkelijk zijn deze voorwaardens-vergelijkingen de- 
zelfde als bij de eerste Cauchysche methode; alleen de 
afleiding geschiedt bij de beide methoden op verschillende 
wijze; en bij de vergelijkingen, wier coëfficiënten in den vorm 

begrepen zijn, overtreft deze Cauchysche methode die van 
de variatie der standvastigen dan ook alleen in de meer- 
dere eenvoudigheid dier afleiding en den daaruit volgenden 
snelleren afloop der integratie. 

202. Wat de toepassing van de Cauchy-Fouriersche me- 
thode op deze klasse van lineaire vergelijkingen betreft, 
is het voldoende op te merken, dat men daartoe door de 
substitutie 

a'\-hx-=Le^ 

de vei^elijking vooraf tot eene met standvastige coëfficiën- 
ten moet herleiden, voordat men de methode kan toepassen 
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(zie. § 188). In verband met het vroeger gezegde blijkt uit 
deze opmerking voldoende, dat bij de bovengenoemde li- 
neaire vergelijkingen deze methode in kortheid en eenvoud 
van bewerking voor de beide andere moet onderdoen. 

203. Hebben de coëflQcienten der differentiaal-vergelijking 
den vorm 

dan kunnen hare bijzondere integralen in verschillende 
vormen voorkomen, naar gelang van de methode, die men 
voor de integratie bezigt of van de bijzondere waarden, 
die men aan de coëfficiënten toekent. Van de verschillende 
vormen der bijzondere integralen der herleide vergelijking 
hangt het nu voornamelijk af, welke aanvuUings-methode 
het snelst tot het doel zal voeren. 

Uit het voorgaande volgt onmiddellijk, dat, wanneer de 
algemeene integraal der herleide vergelijking den vorm 

y = 2 C* o?* -f S C*i (j'^iZ-f 2 0*2 Sin yfcg ;» + 2 C^ Coz hfx 

11 1 

heeft, de methode van Caiichy zonder twijfel minder ar- 
beid vereischt, dan de beide overige methoden; maar dit 
zal ook dan nog het geval zijn, wanneer die integraal eene 
gewone algebraïsche functie is van x^ die al of niet loga- 
rithmische bestanddeelen bevat. 

De vergelijkiogen, die wij hier op het oog hebben, wor- 
den in gesloten vorm voor verreweg het grootste gedeelte 
door de methode der bepaalde integralen geïntegreerd; en 
voor zoover de bijzondere integraal niet in eene der bo- 
vengenoemde vormen verschijnt, of tot eene dier vormen 
kan worden teruggebracht ^^), verkrijgt men dan ook de 
bijzondere integralen meestal in den vorm van bepaalöe 



^) Door de methode der symbolen wordt de niet-herleide vergelijking on- 
middellijk opgelost, zoodat men hierbij geene aanvuUings-methode behoeft. 
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integralen; somwijlen slechts in den vorm van differen- 
tiaal-quotiënten met willekeurige indices. Beide vormen zijn 
ongeschikt om op de voorgaande wijzen behandeld te wor- 
den; de laatste zelfs leent er zich in dien vorm volstrekt 
niet toe; zoodat men bij den eersten vorm met voordeel 
een anderen weg zal kunnen inslaan, iets wat bij den 
laatsten vorm zelfs noodzakelijk is. «« 

Tot het betreden van zulk een anderen weg leent zich 
echter de Cauchysche methode niet. Bovendien zijn de her- 
leide vei^elijkingen met veranderlijke coëfficiënten, wier 
algemeene integraal door eene hoofd-methode kan gevon- 
den worden, bijna uitsluitend van de tweede orde, en juist 
bij die vergelijkingen geeft de gewijzigde methode van de 
variatie der standvastigen zeer spoedig de gezochte alge- 
meene integraal in den vorm van 

.... (120) 



■■'^hf/'h 



zoodat wij bij deze lineaire vergelijkingen met verander- 
lijke coëfficiënten, voor zoover de werkelijke toepassing be- 
treft, aan de methode van de variatie der standvastigen 
de voorkeur moeten geven boven die van Cauchy. Ook 
in het geval dat de algemeene integraal der herleide ver- 
gelijking alleen in den vorm van reeksen werd verkregen, 
wordt nimmer de methode van Cauchy toegepast, ten ge- 
volge van de bezwaren, die daarbij aan hare toepassing 
zijn verbonden; men maakt in dit geval ook steeds ge- 
bruik van de gewijzigde methode van de variatie der stand- 
vastigen, voor zoover het namelijk niet gelukt op eene 
meer eenvoudige wijze onmiddellijk eene bijzondere inte- 
graal der niet-herleide vergelijking te bepalen. 

204. Door een enkelen blik op § 188 overtuigt men 
zich, dat de Cauchy-Fouriersche methode, voor zoover de 
toepassing betreft op bovengenoemde vergelijkingen, in 
zeer vele opzichten overeenkomt met de methode der be- 
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paalde integralen. Zij kan dan ook in ^t algemeen steeds 
worden toegepast, wanneer de onderstelling van Laplace 

tot minstens ééne bijzondere integraal voert. 

Die toepassing vereischt echter in den regel meer arbeid 
dan de integratie der herleide vergelijking zelve en kan 
dan ook alleen met voordeel geschieden, wanneer zij hand 
aan hand gaat met de integratie der herleide vei^elijking 
door genoemde methode van Laplace. Heeft men bijv. de 
vergelijking 

y'/«!.(l_^)y_2;ry = F(^), (121) 

dan vindt men bij de herleide vergelijking door de substi- 
tutie van Laplace 

Uo = «^^ — u 

en IJiZizu — 2; 

derhalve 

^0 2 I o I p; I 10 



en 



ƒ 



Ui ' ' ' u—2' 



^ <?w = f «s + «2 -f 5a+ l{u — 2)1». 



Hieruit volgt 

U = (« — 2)9e5''' + «' + 5», 
en dus voor de integraal der herleide vei^elijking 

. y =/"' (» - 2)' e*"' "^ "* "^ <* "^ " " <^«; 

waarbij de grenzen moeten bepaald worden uit 

(^ _ 2)10 /«» + «« + (, + 5)« _ 0^ 

aan welke vei^elijking voldaan wordt, behalve door. 

u = 2, 
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door de wortels der vergelijking 

«' = — 00. 

Voor de toepassing der Cauchy-Fouriersche methode heeft 
men nu 

en dus voor de bijzondere integraal der gegeven niet-her- 
leide vergelijking 



waarin 



:»t. 



»2 — < 

en «1 gelijk is aan eene der bovengevonden grenzen. 

De eenige functie, die dus nog bepaald moet worden, is 
Q. Volgens § 188 heeft men echter 

Q = (xi -^ 2)~ ^0 ^[i «' + «- - (5 + /») «]* F(/3) ; 

zoodat de substitutie dezer waarde in de voorgaande uit- 
drukking de gezochte bijzondere en daarmede ook de al- 
gemeene integraal der, vergelijking oplevert. 

205. De meerdere algemeenheid van het beginsel, waarop 
de methode van de variatie der standvastigen steunt, geeft 
aan deze een veel uitgebreider toepassing dan aan de beide 
methoden van Cauchy. Terwijl door deze alleen de alge- 
meené integraal eéner niet-herleide vergelijking kan wor- 
den bepaald, wanneer de algemeene integraal der herleide 
vergelijking bekend is, kan de eerste ook dan nog die al- 
gemeene integraal opleveren, wanneer slechts een of meer 
bijzondere integralen dezer herleide vergelijking gegeven 
zijn. Daarenboven kan de methode van de variatie der 
standvastigen worden toegepast, wanneer het gelijk zijn 
van de wortels der équation caractéristique de volledige 
toepassing eener methode verhindert, of wanneer andere 
omstandigheden zich voordoen, die genoemde toepassing in 
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den weg staorn. In algemeenheid van toepassing, 
zelfs op de lineaire vergelijkingen, moeten dus de beide 
andere . methoden voor haar onderdoen. Maar ook deze staan 
in dit opzicht niet gelijk: voor de toepassing van de eerste 
Cauchjsche methode is het volstrekt noodzakelijk, dat 
men vooraf de herleide vergelijking algemeen geïntegreerd 
hebbe, en dat daarbij de bijzondere integralen niet voor- 
komen in den vorm van differentiaal-quotiënten met wil- 
lekeurige indices; — voor de mogelijkheid van de toepas- 
sing van de Cauchy-Fouriersche methode is die algemeene 
integratie geenszins ijoodig, en is het onverschillig in wel- 
ken vorm de bijzondere integralen der herleide vergelij- 
king .voorkomen, wijl van die bijzondere integralen toch 
geen gebruik behoeft gemaakt te worden: bijna zonder 
uitzondering levert deze methode eene bijzondere integraal. 
In uitgebreidheid van toepassing staat zij dus boven de 
eerste methode van Cauchy. 



206. De beschouwingen over de aanvullings-methoden 
voeren ons derhalve tot deze uitkomst: in eenvoudig- 
heid van beginsel, in algemeenheid van opvat- 
ting, in uitgebreidheid van toepassing en in 
theoretische waarde staat de methode van de variatie 
der standvastigen veel hooger dan de overige aanvullings- 
methoden, die gezamenlijk nog niet ziilk een uitgebreiden 
werkkring hebben, als zij alleen. Waar deze kunnen 
worden toegepast, verdienen zij echter in vele gevallen 
boven haar de voorkeur door de meerdere eenvoudig- 
heid en kortheid der bewerking. Zoo vonden wij 
dat de methode van d^Alembert zich door deze eigenschap- 
pen in hooge mate boven haar onderscheidt en in som- 
mige gevallen zelfs tot een veel eenvoudiger uitkomst voert. 

De methode van Cauchy leidt bij de lineaire vergelij- 
kingen met standvastige coëfficiënten en die met coëffi- 
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cieDten van dén vorm A^(a-fiiF)* spoediger tot de gezochte 
algemeene integraal; iets wat met de Cauchj-Fouriersche 
methode het geval is, wanneer deze hand aan hand kan 
gaan met de integratie-methode van Laplace. 

207. De methode van de variatie der standvastigen om- 
vat echter, zooals wij boven opmerkten, deze drie overige; 
bovendien is zij van toepassing bij niet-lineaire vergelij- 
kingen, en in die gevallen, waarin de gevonden bijzondere 
integralen — ten gevolge van divergentie der reeki^n, 
of ondoorloopendheid der integralen, of van andere oorza- 
ken — in een aantal kleiner dan fi voorkomen. Zij vult dus 
in den uitgebreidsten zin de integraal der herleide verge- 
lijking zelve aan, en vervult dan daarbij de rol eener 
hoofd-methode, met dit onderscheid, dat het voor hare toe- 
passing een noodzakelijk vèreischte is, dat minstens ééne 
bijzondere integraal dier herleide vergelijking gevonden 
is of geldt. 

De gang der integratie bij de methode van de scheiding 
der veranderlijken en bij die van den integreerenden fac- 
tor maakt zulk een verloren gaan van bijzondere integra- 
len onmogelijk; bij de methoden der reeksen komt zulks 
echter dikwijls voor, en wij hebben in § 157 reeds met 
een voorbeeld aangewezen, hoe de methode van de varia- 
tie der standvastigen zeer geschikt is, om daarbij de inte- 
graal aan te vullen. Gemakkelijker geschiedt zulks echter, 
wanneer de overgebleven bijzondere integralen in een ge- 
sloten vorm voorkomen. Men maakt daarbij steeds gebruik 
van den gewijzigden vorm der methode, wijl bijna alle 
vergelijkingen met veranderlijke coëfficiënten (mits deze 
niet tot den vorm Ai(a + bxy behooren), die in de wer- 
kelijke toepassing voorkomen of ook die geïntegreerd wer- 
den, niet höoger dan tot de tweede orde opklimmen (§ 159). 
Zoo levert bijv. de methode van Liouville voor eene ge- 
heele waarde van p steeds op eene zeer eenvoudige wijze 
eene bijzondere integraal in den vorm van eene geheele 
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algebraïsche functie of van een diflferentiaal-quotient met 
een geheelen positieven index, welk laatste bij eene ver- 
gelijking wier coëfficiënten bepaalde getallen-waarden heb- 
ben, tot eene gewone algebraïsche functie kan worden 
teruggebracht. In beide gevallen levert de methode van de 
variatie der standvastigen gemakkelijk en spoedig de al- 
gemeene integraal. 

Is daarbij de vergelijking niet-herleid, bijv. 

(l + ar2)y'+/-6y = :r\ (122) 

dan kan men de methode van de variatie der standvasti- 
gen met die v^n Liouville verbinden door eerst eene bij- 
zondere integraal 

der herleide vergelijking te bepalen, en dan terstond voor 
de veranderlijke C^ deze waarde in de vergelijking te sub- 
stitueeren, om zoodoende onmiddellijk tot de integratie der 
niet-herleide vergelijking over te gaan. Korter echter kan 
men eene bijzondere integraal der niet-herleide vergelijking 
bepalen door de jo-malige differentiatie (hier is p=z3 of 
— 2) werkelijk uit te voeren, de komende vergelijking 
in z (zie § 134) te integreeren, en vervolgens uit de ver- 
kregen waarde van z die van y af te leiden. Heeft hierbij 
p eene positieve en eene negatieve geheele waarde, zooals 
bij bovenstaande vergelijking, dan is de laatste te ver- 
kiezen. Neemt men. dan ook boven jd=: — 2, dan verkrijgt 
men, wijl ook hierbij de complementaire functie Tg mag 
verwaarloosd worden, 

(l+x^)z' + {l — ^x)z = ^j,a^'; 

en dus 

.waaruit men voor de gezochte bijzondere integraal vindt 
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y 



=...[-/;-f?"(c.+/3^./rf->)]. 



Alleen ingeval de positieve waarde van p tot eene verge- 
lijking in z voerde, wier integraal in een algebraïschen 
of exponentieelen vorm zonder integraal-teeken kan wor- 
den vooi^esteld, en dus het tweede lid bij de differentiatie 
ook verdween, zou die positieve waarde van p de voor- 
keur kunnen verdienen boven de negatieve; maar verdwijnt 
het tweede lid door de differentiatie, dan is de vergelij- 
king in z dezelfde als voor de herleide vergelijking, en 
verkrijgt men dus of slechts eene bijzondere integraal de- 
zer laatste, of men moet van de complementaire functie 
gebruik maken, en dus den boven aangewezen weg in- 
slaan, zoodat alsdan de positieve waarde van p niets op- 
levert. Men zal dus, of de negatieve waarde van p bezi- 
gen, of van de methode van de variatie der standvastigen 
gebruik maken. Komt bij de toepassing van de methode 
van Liouville op eene vergelijking der tweede orde de 
eene bijzondere integraal voor in den vorm van een dif- 
ferentiaal-quotiënt met geheelen index, dan voert de aan- 
wending van de methode van de variatie der standvastigen 
dikwijls tot den eenvoudigsten vorm der tweede bijzondere 
integraal, (Spitzer, S. 19, 37, 38); somtijds echter voert zij 
tot zulke ingewikkelde vormen, dat men zoo mogelijk op 
andere wijzen die integraal tracht aan te vullen (zie bijv. 
Spitzer, S. 36; !« Forts. S. 85). 

Bij de methode der bepaalde integralen gebeurt het 
zeer dikwijls, dat één of meer bijzondere integralen ver- 
loren gaan *^). Komen de overblijvende integralen daarbij 
voor in den vorm van bepaalde integralen, dan tracht 
.men steeds door eene andere hoofdmethode de vergelijking 



«*) Men merke op, dat hierbij geen sprake is van het gelijk worden van 
wee of meer bijzondere integralen. 
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zóó te herleiden, dat de methode op de nieuwe vergelij- 
king kan worden toegepast, om zoodoende het vereischte 
aantal bijzondere integralen te verkrijgen (zie bijv. § 103 
en Spitzer, Ie Forts. S. 64 en 65). Gelukt dit niet, dan 
bezigt men de methode van de variatie der standvasti- 
gen, liever dan van <iie van den integreerenden factor 
gebruik te maken; daar alsdan de integreerende vergelij- 
king (alleen in getalwaarden der coëfficiënten van de 
gegevene verschillende) in bijna alle gevallen tot bepaalde 
integralen als integreerende factoren voert; en deze zich 
daarvoor in 't algemeen alles behalve gemakkelijk en 
geschikt leenen (§ 103). 

De meest passende vorm van de overblijvende bijzon- 
dere integralen voor de toepassing van de methode van 
de variatie der standvastigen is die van gewone exponen- 
tieele functiën e^^, vooral wanneer daarbij in alle x in 
dezelfde macht voorkomt. Voorbeelden hiervan vindt men 
o. a. bij Spitzer (S. 35; Ie Forts. S. 84; 2e Forts. S. 67, 
u. s. w.). 

C. Slotbeschonwinf. 

208. Uit dé vooi^aande beschouwing blijkt, dat van al 
de aanvüUings-methoden die van de variatie der standvas- 
tigen de eenige is, die in alle gevallen de hoofd-methoden 
aanvult. Van daar dan ook, dat men aan haar zulk eene 
hooge waarde toekent, en dat men haar veelal zelfs boven 
sommige der genoemde hoofd-methoden plaatst. In haren 
werkkring is zij dan ook veel algemeener dan deze, door- 
dat zij zich voegt naar den aard der vei^elijking, tot 
welker integratie zij moet medewerken, of naar het doel, 
dat men door hare toepassing tracht te bereiken. Thans 
zullen wij haar, of de aanvul lings-methoden, die haar in 
sommige gevallen kunnen vervangen, nog beschouwen in 
verband met eenige dier hoofd-methoden, voor zoover hare 
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toepassing betreft op de lineaire vergelijkingen met stand- 
vastige coëfficiënten. Voor de overige lineaire vergelijkin- 
gen verwijzen wij naar het gezegde in § 204 en § 207. 

209. Bij geene enkele klasse van niet-herleide lineaire 
vergelijkingen kan de integratie op zoo onderscheidene 
wijzen geschieden, als bij die met standvastige coëfficiën- 
ten. In de eerste plaats kan men daarbij gebruik maken 
van de methode van den integreerenden factor. Daarbij 
geraakt men langs den zuiversten en meest wetenschap- 
pelijken weg tot de algemeene integraal. Die weg is 
echter eene der omslachtigste, en daardoor voor den prac- 
ticus alles behalve de verkieslijkste. Hetzelfde is het geval 
met den tweeden weg, dien men zou kunnen inslaan, de 
toepassing van de methode der symbolen (zie § 108). Al- 
leen in enkele gevallen levert de toepassing dezer laatste 
methode op eene meer eenvoudige wijze de algemeene 
integraal; wanneer namelijk het tweede lid behoort tot 
eene der vormen, die wij in § 156 vermeldden. Is bijv. 
het tweede lid eene geheele rationeele functie van x, dan 
volgt terstond uit de vergelijking 

cp(rf,)y = x (xvni) 

de algemeene integraal 

zoodat men bij de algemeene integraal der herleide ver- 
gelijking slechts ééne bijzondere integraal der niet-herleide 
heeft te voegen. Om deze laatste te verkrijgen, ontwik- 
kelt men 

in eene reeks, gerangschikt volgens de opklimmende mach- 
ten van dx, en volvoert vervolgens deze bewerkingen op 
X. Zoo geeft bijv. de vergelijking 

f^-2f-^' + 2y = afi + 2x (123) 

voor de integraal der herleide vergelijking 

16 
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en voor de bijzondere integraal der niet-herleide 

[(pidx)]-^ X = ld\ — 2d^ — rfx + 2]-^^'^ + ^^) = 
= [i + K + id's + ^-.d^ + . . .] (^^ + 2ar) = 

= |^« + f^-"+ V^+ V; 

welke vorm eenvoudiger is dan die, welke door de hulp 
der aanvuUings-methoden wordt gevonden. Voor de inte- 
gratie dezer vergelijking had men behalve van de aan- 
vullings-methoden ook gebruik kunnen maken van de 
methode van de verhooging van de orde der differentiaal- 
vergelijking, en daarbij zou eene vier-malige differentiatie 
ons onmiddellijk geleid hebben tot de vergelijking 
^vii _ 2yvi —f^ 2/^ = 0. 

De substitutie van de integraal dezer vergelijking in de 
gegevene en de daarmede gepaard gaande bepaling der 
overtollige standvastigen vereischt echter hierbij meer werk 
dan de voorgaande methode. Alleen wanneer de exponen- 
ten van X onbepaald zijn, of x tot eene tamelijk hooge 
macht opklimt, kan deze methode de voorkeur verdienen 
boven de vorige. Bovendien vereischt .zij meer arbeid dan 
de methode van Cauchy, hoewel men haar in dit geval 
dikwijls boven deze laatste verkiest, (wijl zij onmiddellijk 
de gezochte integraal oplevert in een vorm, Waarin geene 
integraal-teekens voorkomen, iets wat bij deze laatste me- 
thode niet het geval is); behalve in het geval dat de équa- 
tion caractéristique gelijke of complexe wortels heeft, daar 
zulks bij de methode van Cauchy de bewerking zeer ver- 
eenvoudigt, en op de methode van de verhooging der orde 
eer een nadeeligen invloed uitoefent. 

Bij de integratie van genoemde lineaire vergelijkingen 
ga men dus in het algemeen aldus te werk: door de me- 
thode der symbolen bepaalt men op de boven beschreven, 
wijze eene bijzondere integraal der niet-herleide vergelij- 
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king en daarna door middel van de substitutie van den 
integreerenden factor 

y — ^, 

zoo noodig verbonden met de methode van d'Alembert, de 
algemeene integraal der herleide; de som der beide ver- 
kregen integralen geeft alsdan de gezochte algemeene in- 
tegraal. 

210. Heeft het tweede lid den vorm Ae^, en is dus de 
vergelijking 

0(dr)y = AeP', (XVnib) 

dan heeft men 

y=[$(rf,)]-lA.P-+[(P(^,)]-10, 

waarvoor men kan schrijven (Murphy, Philos. Transact. 
1837. p. 197) 

.y = e'- [(?iK + p)]-i A + md.)]-' 0. 
Zoo is in de vergelijking 

r + ^y"+y = ^^', (124) 

(p{d;) = d's + 2d^, + l; 

en dus ook, daar pr=z 2 is, 

(p{d, + 2) = d\ + 10^, + 26^, -f. 4>0d, -f 25, 

waarvan echter alleen de laatste term (p(2) behoeft bepaald 
te worden; voorts is 

[(?)(rf.4-2)]-i = ^ + 

en dus de bijzondere integraal der niet-herleide vergelijking 

welke met [<?)(^*)]~^0 voor de algemeene integraal geeft 

Deze handelwijze levert spoediger de algemeene integraal 
der vergelijking dan de gewone aanvuUings-methoden 
(§ 194), vooral wanneer men voor de gezochte bijzondere 
integraal terstond neemt 
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wat steeds mag^ wijl A standvastig en dus reeds de eer- 
ste diflferentiaal gelijk nul is. 

211. Op dezelfde wijze kan men te werk gaan^ wanneer 
het tweede lid uit A Sinpx of A Cospx bestaat, indien men 
deze tot exponentieele vormen terugbrengt. Kan echter de 
vergelijking zelve geschreven worden in den vorm 

0(jtPx) y =■ Sin px [of = Cospx] , 

dan gaat men liever aldus te werk: 

y =1 [c?)(^,)]-i sinpx + md^;)]-' o; 

waaruit volgt 

y = i(p{-p^)y^ Sinpx + [c?)(^,)]- ^ 0. 

Zoo geeft bijv. de vergelijking 

f^J{-<lfJi^y = Sinpx ....... (125) 

onmiddellijk voor de bijzondere integraal 

Sinpx 
^ — p^ — 2p^ + l' 

Heeft men zooals in de voorgaande voorbeelden met een- 
voudige vergelijkingen te doen, wier tweede lid, óf slechts 
lage machten van x, óf slechts een enkelen term bevat, 
dan kan men dus altijd met voordeel van de methode der 
symbolen gebruik maken. Komen in het tweede lid echter 
hoogere machten van x. of verbonden termen, zooals 

Aoa?ï -j- Aj SinpyC -|- Ag Si/tip^ a? H- . , . . 
of 

Ao ^' + Al ^~^' -h Ag Ci?* /?3 d? -h . . . . 

voor, dan voert de methode van de verhooging van de 
orde der vergelijking spoediger tot het doel, doordien hierbij 
het tweede lid niet verdeeld wordt, zooals zulks in § 156 
is aangegeven, maar de vei^elijking steeds als eene en- 
kele beschouwd blijft. De eliminatie van het tweede lid 
geschiedt, blijkens de voorbeelden van § 126 en vv. zeer 
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spoedig, en de bepaling der overtollige standvastigen ver- 
eischt ook dikwijls niet meer werk, dan de toepassing van 
de methode van Cauchy. In het algemeen zou echter deze 
laatste methode door den minderen arbeid de voorkeur 
verdienen, ware het niet, dat de methode van de verhoo- 
ging der orde, ten gevolge van een geheel anderen gang 
van bewerking, de gezochte integraal in een veel eenvou- 
digeren vorm (zonder integraalteeken) opleverde. 

Terwijl echter de aanvuUings-methoden voor elke waarde 
van het tweede lid de integraal der niet-herleide vergelij- 
king helpen bepalen, kan de methode van de verhooging 
der orde alleen in de bijzondere gevallen van § 126 en 
w. daarvoor worden aangewend; zoodat wat algemeenheid * 
van toepassing in dit opzicht betreft deze laatste verre 
beneden de eerste staat. Alleen de methode der symbolen 
en die van den integreerenden factor wedijveren in dit 
opzicht met de aanvuUings-methoden; vooral die van den 
integreerenden factor is voor deze laatste van het hoogste ge- 
wicht, doordat zij eiken twijfel heeft weggenomen aangaande 
de juistheid van de uitkomsten, die de laatste bij de lineaire 
vergelijkingen met standvastige coëfficiënten opleveren. 

212. Voordat wij hiermede onze beschouwing over de 
integratie-methoden eindigen, willen wij doen opmerken, 
hoe men in sommige gevallen de integratie eener niet- 
herleide vergelijking terstond kan terugbrengen tot die der 
overeenkomstige herleide vergelijking. 

Is bijv. 

dan zal de vergelijking 

y'') + X«_iy('-i)+.... + Xiy' + Xoy = X . . . (6a) 
door de substitutie van 

X 



..=.x + x^ 



overgegaan m 
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yi(»> + X._iyi(-') + + Xiyi' + Xo^, = 0. 

Vooral bij vergelijkingen met standvastige coëflEicienten 
is deze substitutie van belang: is bijv. de vergelijking 

y») + A«_i^«-i) + + Aoy = A, . . (126) 

dan geeft de substitutie van 

onmiddellijk 

yi(«) + A«_iyi<— 1> + + Aoyi = 0, 

Evenzoo gaat de vergelijking 

y») + Aoy = A^-« (127) 

voor eene geheele waarde van a, — :1<^«<^;* + 1, door 
de substitutie van 

^ = ^1 + ^^^" 
over in de herleide 

Is in de vergelijking 

y«) + A„^iy— 1) + + Aoy = X. . (95a) 

het tweede lid Ae ± p* en voldoen de coëfficiënten aan de 
voorwaarde 

p'tA.^ip-'-^ + An^.p^-^t + (±l)«Ao = 0, 

dan zal de substitutie van 

. A ^ 

tot eene herleide vergelijking voeren ; hetzelfde is het ge- 
val met de substitutie van 

, A \Sin\ 

^=^^+A;lc..r^ 

wanneer het tweede lid gelijk is aan 
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en voldaan wordt aan de voorwaarden 

i!r~A„_sj»*^-3 + A._4/ï"~*— ^0 

en A^^i^"- ^ — A«^3r'*^^ + A^-fiJE'''~^~ = 0, 

enz. 

213, In de roorgaande bladzijden hebben wij de voor- 
naamste methoden beschouwd en vergeleken, door welke 
men de functie kan bepalen, die op de meest algemeene 
wijze aan ccne gegeven differentiaal- vergel ijking voldoet; 
ofj wat hetzelfde is, door welke men de algemeene verge- 
lijking der kromme lijnen kan vinden, die in al hare 
punten de eigenschap bezitten, welke door de differentiaal- 
vergelijking wordt uitgedrukt. Wij hebben daarbij aange- 
wezen, hoe, ingeval de integratie in een gewonen eindigen 
vorm niet mogelijk is, men nug dikwijls óf de integratie 
tot differentiaal-quo tien ten of quadra turen kan terugbren- 
gen, óf de gezochte integraal gelieel of gedeeltelijk in 
convergente reeksen kan ontwikkelen, if zelfs somtijds 
haar in bepaalde integralen kan uitdrukken, die, tussehen 
bepaalde grenzen genomen, vatbaar zijn om voor elke 
waarde van 3; met eene onbegrensde nauwkeurigheid be- 
naderd te worden. 

Wij hebben daarbij gezien, dat het voor sommige dier 
methoden onverschillig is, of de gegeven differentiaal- ver- 
gelijking in den herleiden uf in den niet* herlei den vorm 
voorkomt; dat daarentegen andere alleen op herleide ver- 
gelijkingen kunnen worden toegepast, voor welk laatste 
gevat wij de methoden hebben aangegeven, waardoor deze 
omstandigheid kan worden verholpen, of m. a, w. waar- 
door uit de integraal der lierleide vei^elijking die der 
niet- herleide kan wonlen opgemaakt. 

214-, Er zijn echter differentiaal vergel ij kingen^ op welke 
geene der bekende integratie-methoden kan wordeu toe- 
gepast 1 dosnicttegenstaaiuie bepaalt zulk eene vergelijking 
de reeks van getallen-waarden, die, bij eene doorloopende 
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§ 214. 248 

yerandering van Xy y achtereenrolgens moet aannemen, 
nadat de waarden van y, ƒ, y ƒ«— i) zijn aange- 
wezen, die met eene bepaalde waarde van Xy^x-=i Xq, over- 
eenkomen. Bij zulk eene differentiaal-vergelijking, die zich 
tot hiertoe aan elke toepassing eener integratie-methode 
onttrekt, kan echter somtijds door de rechtstreeksche dis- 
cussie de loop der functie y, die zij ingewikkeld bepaalt, 
alsmede hare kenmerkende eigenschappen worden opge- 
spoord. Uit eene discussie der vei^elijking (Sturm, Liouv. 
T. I. 1836. p. 106) 

rf,(Xy) + Xo5^=0, (128) 

blijkt zelfs, dat het kan gebeuren, dat deze rechtstreeksche 
behandeling beter den aard en het wezen dier functie 
leert kennen dan de beschouwing van de algemeene in- 
tegraal der vergelijking, onverschillig in welken vorm 
men deze ook verkregen Jieeft. Na Sturm hebben dan 
ook onderscheidene wiskundigen in dien geest gearbeid 
en getracht om uit de differentiaal-vergelijking zelve voor 
elke waarde der onafhankelijk veranderlijke, ef wat het- 
zelfde is, voor alle punten der vlakte het karakter en den 
loop der kromme lijnen na te gaan, die door de vergelij- 
king ingewikkeld worden bepaald ^^). Het ligt echter buiten 
mijn plan, mij hier met deze opvatting van de infeegi*atie 
eener differentiaal-vei^elijking bezig te houden. 



^^) De voornaamste van de verhandelingen, die ik hier op het oog heb, 
is de discussie van de algemeene Hneaire vergelijking van hoogere orde door 
Fuohs; Crelle, Bd. LXVI. S. 121 en Brl. LXVIII. S. 354. 
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De verdeeling der integratie-methoden van difierentiaal- 
vergelijkingen met twee veranderlijken naar den vorm der 
daardoor verkregen integraal is onlogisch. 

II. 

//Elke geïsoleerde primaire vei^elijking, elke methode 
heeft haar nut, al leert zij ons slechts de oplossing van 
ééne vergelijking/' 

N. P. Eapteijn, Acad. proefschrift. 

III. 

De groote vorderingen, die men in d/en laatsten tijd in 
de wiskunde gemaakt heeft, zijn hoofdzakelijk toe te schrij- 
ven aan het gebruik van symbolische teekens. Men moet 
echter zeer voorzichtig zijn met het invoeren van symbo- 
len, ten einde hun aantal niet noodeloos te vermeerderen. 
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IV. 



Het conventioneele moet zich in de wiskunde enkel be- 
palen tot definities, niet tot stellingen. 

V. 

Sommige wijsgeeren roemen gedurig de wiskunde als 
type van wetenschap; zij benadeelen daardoor zich zelven 
want zij nemen daardoor veel van de kracht hunner uit- 
spraken weg. 

VI. 

Het gebruik, dat men in de wiskunde maakt van be- 
wijzen uit het ongerijmde, bewijst niet de onvolmaaktheid 
dier wetenschap,' maar alleen de beperktheid van het men- 
schelijk verstand. 

VIL 

Het recht van het gebruik der complexe grootheden moet 
k priori bewezen worden, niet door gelukkige toepassingen. 

VIII. 

De leer der evenredigheden moet uit de lagere school 
verbannen worden. 

IX. 

De vormleer mag op de lagere school niet behandeld 
worden als een // soort'' van meetkunde, maar men moet 
haar beschouwen als een middel om het 'voorstellings- 
vermogen der leerlingen te oefenen, of om hen tot het 
onderwijs in het teekenen voor te bereiden. 



De toepassing van de leer der limieten moet bij de be- 
wyzen in de lagere meetkunde vermeden worden. 
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r/C^est une remarque, que nous pouvons faire dans tou- 
tes nos recherches mathématiques : ces quantités auxiliaires, 
ces calculs longs et difficiles oü Ton se trouve entrainé, 
y sont presque toujours la preuve que notre esprit n^a 
point, dès Ie commencement, considéré les choses en elles- 
mêmes et d^une vue assez directe, puisquMl nous faut tant 
d'artifices et de détours pour y arriver; tandis que tout 
s^abrège et ce simplifie sitöt qu^on se place au vrai point 
de vue/^ 

Poiiisot, Statique. 

XII. 

Ten onrechte meenen sommige wiskundigen zich jegens 
de analyse verdienstelijk te maken, door daaruit met veel 
omslachtigheid waarheden af te leiden, die reeds door een- 
voudiger methoden zijn aangetoond. 

xm. 

Het is in 't algemeen wenschelijk, dat aan de hoogere 
burgerscholen met vijfjarigen cursus twee verschillende 
cursussen in de natuurkunde gegeven worden. 

XIV. 

Het springen van stoomketels heeft meestal zijnen grond 
in het vloeibaar blijven van het water boven het kookpunt. 

XV. 

Het zoude nadeelig werken op de ontwikkeling der 
natuurwetenschappen, wanneer men zich steeds wilde hou- 
den aan de uitspraak van von Humboldt: /,Es ist besser 
Erscheinungen unerklart zu lassen, besser zu gestehen dass 
sie zu gross sind um ihre Erklarung zu wagen, als von 
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Wirkungen auszugehen die jenseits unserer empirischen 
Erkenntniss liegen/' 

XVI. 

De methode ter bepaling van de persoonlijke fouten van 
den waarnemer, zooals die door wijlen den Hoogleeraar 
F. Kaiser gevonden is, mag voor de sterrekunde even be- 
• langrijk heeten als de uitvinding der kijkers. 

XVII. 

Het is zeer wenschelijk, dat van regeeringswege perso- 
nen worden aangesteld, die zich met het scheikundig on- 
derzoek der levensmiddelen bezighouden. 

xvm. 

Eene scherpe verdeeling der organische wezens in plan- 
ten en dieren ligt niet in de natuur. 

XIX. 

Verkeerdelijk wordt aan vele middelbare scholen alleen 
in de laagste klassen onderwijs gegeven in de natuur- 
historische vakken. 

XX. 

Bij de tegenwoordige inrichting van het middelbaar 
onderwijs is het niet verkieslijk, dat de directeur eener 
hoogere burgerschool met vijfjarigen cursus een literator zij. 

XXL 

Door het populariseeren der wetenschap wordt niet al- 
leen het volk, maar ook de wetenschap zelve gebaat. 
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